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Sammanfattning

Syftet med detta arbete &r att analysera mojligheterna att anvinda sig av matematisk
modellering och optimering for att forbéttra schemaldggningen vid en ridskola. Projek-
tet har genomforts i samarbete med Billdals ridklubb, déar schemat idag laggs manuellt,
vilket &r tidskrévande. I rapporten presenteras en linjar heltalsmodell vilken anvénts for
att optimera ridskolans schema med hjélp av optimeringslésaren CPLEX. En heuris-
tisk algoritm har utvecklats for att mojliggora jamforelse av 16sningar och 16sningstider
mellan 16sningar fran den linjara heltalsmetoden och den heuristiska metoden. De tva
metoderna har visat sig ha olika fordelar. Resultaten i rapporten visar att ridskolans
schema undantagsvis bryter mot de kriterier som formulerats i modellen, men liknar 16s-
ningarna fran den linjdra heltalsoptimeringen. Vi bedémer att matematisk optimering
med datorverktyg kan vara till stor hjélp vid schemaldggning pa ridskolor.

Abstract

The purpose of this work is to analyze the possibilities of using mathematical modeling
and optimization to improve the schedule for a horseback riding school. The work has
been done in collaboration with a riding school in Billdal, Sweden, where scheduling
is presently done manually, which requires time and effort. A linear integer optimiza-
tion model has been developed and solved with the optimization software CPLEX. In
addition, a heuristic algorithm has been developed for comparison of solutions and com-
putation times between the linear integer method and the heuristic method. The two
methods have shown different strengths. Results show that the existing schedule at the
riding school ignores some of the restrictions present in the model. We conclude that
mathematical optimization can be a very valuable tool in scheduling at horseback riding
schools.
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Forord: Bidragsrapport

Under projektets g@Eng har en grupploggbok samt en individuell tidslogg fsrts, dessa ligger till
grund f8r beskrivningen av vad varje projektmedlem bidragit med. | denna sektion presenteras
hur arbetsfSrdelning inom gruppen har fungerat. Nedan presenteras ocks( fSrfattarreferenser
f8r rapportinnehEllet.

Grupparbete

Medlemmarna i projektgruppen har inte tilldelats n(Egra specibPka ansvarsomrEden eftersom
en totalSverblick av projektet har bedSmts vara viktig fSr att elektivt bidra till arbetet.
Gruppen haft veckovisa msten med f(E undantag. PGE dessa m&ten har den aktuella statusen av
projektet diskuterats samt att planer och tilldelning av arbetsuppgifter gjorts infSr kommande
vecka. Gruppen har syftat till att fSrsdka hElla sE kreativa m3ten som msjligt dSr detaljer
angEende projektet och rapporten diskuterats. €ven om det mesta faktiska arbetet utfSrts
utanf8r gruppmstena har de Resta idZer och fSrslag uppkommit pE just dessa. Gruppen
har Sven anvSnt sig av kontakt via e-post mellan mstena dSr idZer och frEgor behandlats
kontinuerligt.

Huvudsakligen har den linjSra heltalsmodellen konstruerats av Rasmus. Den heuristiska
algoritmen har huvudsakligen utvecklats av Patrik. Generering av indata till modellen samt
testkSrningar och analyser har huvudsakligen utfSrts av Oskar och Joakim. Det bSr dock
poSngteras att samtliga inblandade har tagit ansvar och bidragit med arbete och diskussion
inom samtliga arbetsomrEden.

Rapport

HSr presenteras de huvudsakliga fSrfattarna av de olika rapportavsnitten. F3rfattare inom
parentes indikerar ett i fSrhEllande betydligt mindre bidrag. Samtliga fSrfattare har dock
bidragit med fSrslag till alla avsnitt.

Inledning:  Joakim / Oskar

Teori: Patrik

Problembeskrivning: Rasmus / (Oskar)
Metod: Rasmus / (Patrik)

Resultat: Patrik / Oskar / Joakim
Diskussion: Samtliga fSrfattare

Slutsats: Samtliga fSrfattare



Forkortingslista

AMPL - A Mathematical Programming Language

BB - Branch and Bound

IP - Heltalsprogrammering (integer programming)

LP - LinjSrprogrammering

MIP - Blandad heltalsprogrammering (mized integer programming)
MPS - Mathematical programming system



1 Inledning

SchemalSggningsproblem EterbPnns inom m@Enga omrEden i samhSllet, allt fr&En stora och kom-
plicerade problem till mindre, enklare planering. Under Rera decennier har schemalSggning
betraktats som ett matematiskt optimeringsproblem, och en stor mSngd material har publi-
cerats inom omrEdet. De f3rsta datorbaserade optimeringsberSkningarna kom till i slutet av
andra vSrldskriget nSr Storbritannien samlade forskare f3r att elektivisera strategi och taktik

[1]. Efter kriget tog utvecklingen mera fart och sedan dess har matematisk optimering blivit

en central del av s kallad operationsanalys, det vill sSga formell analys f3r strategiskt besluts-
fattande. George Dantzig, som arbetade f&r amerikanska Rygvapnet under andra vSridskriget

och senare formulerade simplexmetoden (se teoriavsnittet 2.3), har vid tvE tillfSllen [2, 3]
beskrivit denna bakgrund i stSrre detal;.

Optimering kan beskrivas som att pE ett sE elektivt sStt som msjligt anvSnda begrSn-
sade resurser f3r att msta vissa behov. Det handlar om att maximera eller minimera nEgon
mElfunktion. Exempelvis kan mElet vara att maximera en vinst, maximera antalet produkter
som kan fraktas och s vidare. Exempel pE minimeringsproblem Sr minimering av kostnader,
minimering av antalet anstSllda eller minimering av kdrda kilometer. Williams [4] tar upp
klassiska och tydliga exempel pE nSr optimering anvSnds. Han behandlar problem som upp-
stEr vid fabriksplanering, personalplanering, ruttplanering, tillverkningsplanering och dylikt.

Stsrre scheman dSr mEnga villkor skall uppfyllas blir ofta berSkningsmSssigt komplice-
rade. L3sningstiden f&r omfattande schemalSggning vSxer snabbt med problemets storlek,
vilket g&r avwSgningen mellan generalitet och funktionalitet svCEr [4]. En generellt formulerad
modell Sr i regel mer svEriSst, men har stdrre Rexibilitet. Ett sStt att minska ISsningstiden Sr
att fSrst dela upp ett stSrre problem i mindre delproblem, som sedan ISses separat i sekvens.
Enligt Borndsrfer, LSbel och Weider [5] krSver omfattande problem stor datorkapacitet.

| litteraturen (Eterbnns m@Enga exempel pE olika sStt att formulera och I5sa schemalSgg-
ningsproblem. Burke och Petrovic [6] noterar att SEdana problem ofta har I1Ssts framgEngsrikt,
men att inga generella slutsatser bnns gSllande vilken metod som ISmpar sig bSst i olika si-
tuationer. F3r en Sverblick $ver olika typer av schemaproblem och I8sningsmetoder hSnvisas
till Schaerf [7] som gEr igenom bEde deterministiska och stokastiska algoritmer, inklusive
heuristiska sEdana (baserade pE mSnsklig analys av problemet).

1.1 Bakgrund: schemalidggning pa ridskolan i Billdal

Billdals Ridklubb driver en ridskola med drygt 600 elever, alltifrEn totala nybSrjare till erfarna
ryttare som tar hopp- eller dressyrlektioner. Omkring 40 hSstar och 10 ISrare ska tillsammans
tScka de skilda behov som dessa elevgrupper har. Under sommarhalvEret kan mycket av
undervisningen ske utomhus, men i praktiken mEste ridskolans schema konstrueras s att
alla lektioner fCEr plats inne i ridhuset nSr vSdret inte inbjuder till utomhusaktivitet.

SchemalSggningsproblemet vid ridklubben kan sSgas bestE av Rera delar: att bestSmma
vilka lektioner som ska hllas vid olika tider, vilka lektionstider eleverna ska tilldelas, vilka
hSstar som ska anvSndas vid dessa lektioner och vilka ISrare som ska leda lektionerna. Dessa
val ska g3ras under vissa begrSnsningar, till exempel nSr elever och ISrare Sr tillgSngliga, hur
mEnga lektioner hSstarna orkar per dag och s vidare. Schemats olika delar Sr kopplade till
varandra eftersom vissa val om3jligg3r andra. Uppenbara exempel pE detta Sr att mSnniskor
och djur bara kan vara pCE en plats samtidigt och att tvCE lektioner inte kan hEllas i samma
lokal p(E samma tid. Mera komplicerade samband uppstEr exempelvis f&r att olika hSstar
ISmpar sig f&r olika typer av lektioner. Om mEnga lektioner av samma typ planeras i f3ljd
kan detta resultera i h(Erda arbetspass f3r vissa hSstar.

| dagsISget gsrs all schemalSggning pE ridskolan manuellt. Elever delas in efter kunskaps-
nivE i grupper, typiskt med 10D12 elever i varje grupp. Schemat pusslas sedan ihop s att
tiderna passar f&r bEde elever och ISrare. F&r hSstarnas del g&Er det att g3ra ett basschema,
men detta m@Este modiberas frEn vecka till vecka eftersom hSstar kan vara ur drift eller ha
nedsatt kapacitet p(E grund av skada eller sjukdom.



1.2 Syfte och avgransningar

Syftet med detta projekt Sr att kartiSgga, modellera och optimera schemalSggningen pE
Billdals ridklubb. Modellen ska vara sE generell att den kan tillSmpas pE liknande sche-
malSggningsproblem vid andra ridklubbar. Resultat av optimeringen ska ligga till grund f3r

en bed3mning av de praktiska msjligheterna att ta hjSlp av datorbaserade optimeringsmeto-
der vid ridklubbar. Vissa slutsatser gSllande schemalSggningen i dagslSget bsr ocks@E kunna
dras utifrCEn de optimeringsexperiment som kan gsras med modellen.

Avsikten Sr inte att tillverka en fSrdig schemaldsning f3r detta specibka problem, inte
heller att den fullstSndiga modellen skall vara sE generell att den Sr direkt applicerbar pE
andra schemalSggningsproblem. Kriterierna f&r schemat skall formuleras linjSrt och mElfunk-
tionerna skall vara linjSra eller kvadratiska.

1.3 Metod

F&r att f3rstE problemet pCE ridskolan och samla in nddvSndiga data utfsrdes studiebessk med
intervjuer, och kontakt hslls sedan med personal vid ridskolan via e-post. En detaljerad lista
ver de kriterier som bnns f8r schemat bekrSftades av personalen och IGEg sedan till grund f3r
modellen som anvSnts.

Litteraturstudier om matematisk modellering av schemalSggningsproblem gjordes paral-
lellt f3r att fCE en bredare uppfattning om Smnet. Vidare utfSrdes litteraturstudier f3r att
inhSmta nddvSndig teoretisk kunskap inom matematisk modellerings- och optimeringsISra
(avsnitt 2).

En linjSr modell har byggts f3r att motsvara de kriterier som specibceras i problem-
beskrivningen (se avsnitt 3). Programvarorna AMPL och CPLEX har anvSnts f&r att 13sa
optimeringsproblemet. En nSrmare beskrivning av dessa programvaror och bakomliggande
optimeringsteori (Eterbnns i teoriavsnittet (se avsnitt 2). Dessutom har en heuristisk 1Ssnings-
metod tagits fram f&r jSmfSrelse med ISsningar frEn AMPL och CPLEX.

1.4 Sammanfattning av rapportens innehéll

Efter denna inledning fSljer ett teoriavsnitt som introducerar viktiga begrepp inom optime-
ring, sSrskilt linjSr programmering och heltalsprogrammering. Stora delar av rapporten gEr
att f8rstE utan att vara bekant med den teori som presenteras nedan och i de fall dSr den
teoretiska bakgrunden Sr viktig hSnvisas till ISmpliga teoriavsnitt.

| avsnitt 3 redogsr vi mer utfrligt fsr schemalSggningsproblemet som introduceras ovan,
och hur ett optimeringsproblem kan debnieras med hjSlp av ett kvalitetsm(Ett f&r schemat.
Avsnitt 4 Sgnas Et en beskrivning av hur schemalSggningsproblemet formulerats som en upp-
sSttning linjSra ekvationer och olikheter och heltalskrav pE variabler, samt hur det linjSra
problemet sedan I8sts med datorverktyg. En heuristisk 1Ssningsmetod fSr problemet presen-
teras ocksCE i avsnitt 4.

Resultaten av ett antal testkSrningar presenteras i avsnitt 5. UtgEende bland annat frEn
dessa resultat fSljer en allmSn diskussion om msjliga I8sningsmetoder f&r detta och andra
schemalSggningsproblem i avsnitt 6.



2 Teori

| detta teoriavsnitt beskrivs vanligen fSrekommande termer inom optimeringsiSra. Avsnittet
bSrjar med en kort introduktion till matematisk modellering och nyttan av denna. Sedan fsljer

en beskrivning av varfsr konvexa och linjSra problem Sr sSrskilt intressanta. En framst@Eende
metod f3r att ISsa problem av denna typ presenteras efter detta. Ett avsnitt Sgnas dSrefter Et
heltalsprogrammering och ISsningsmetoder fSr sEdana modeller. Till sist beskrivs heuristiska
metoder och anvSnda datorverktyg f&r matematisk programmering.

2.1 Modellering och matematisk programmering

Inom vetenskap fSrekommer modeller av alla msjliga slag. En modell i matematisk bemSr-
kelse Sr en fSrenklad beskrivning av ett system eller en fireteelse. Ett forskningsomr@Ede dSr
matematisk modellering Sr en av grundstenarna Sr sE kallad operationsanalys. Inom detta
omrEde anvSnds matematiska modeller till stSd vid strategiskt beslutsfattande. Dessa mo-
deller antar en relativt abstrakt form f3r att beskriva verkligheten pE ett Sndam(Elsenligt vis.
Tanken med operationsanalys Sr att en modell bestEende av matematiska relationer som till
exempel ekvationer, olikheter och logiska samband skall ha motsvarigheter i verkligheten,
som till exempel fysiska begrSnsningar och konsekvenser av beslut [4].

Enligt Williams [4] fyller en matematisk modell oftast n(Egot eller n(Egra av fSljande syften:

(i) det faktiska byggandet av modellen avslSjar samband vilka annars inte hade varit up-
penbara;

(i) mSjligheten att analysera ett problem matematiskt kan ge fSrslag till beslut och hand-
ling som annars inte upptSckts;

(iii) att frikoppla n@Egot frEn verkligheten ger ms§jligheten att kunna experimentera med det
utan allvarliga konsekvenser, eller allt fSr h8ga kostnader.

Inom operationsanalys anvSnds modeller f3r att optimera exempelvis utnyttjandet av en
resurs. Kvalitetsm(Ettet pE nyttjandet, det vill sSga det som skall maximeras eller minimeras,
kallas modellens mElfunktion. De fSrutsSttningar under vilka mEIlfunktionen Sr giltig kallas
bivillkor. Bivillkoren Sr en uppsSttning begrSnsningar som tillsammans beskriver ett omrE-
de inom vilket ISsningen till problemet tillcEts ligga. Detta omr(Ede kallas problemetsilidina
omrade. FSr att formulera och ISsa en modell anvSnds matematisk programmering. Williams
betonar att nSr det talas om matematisk programmering menas n@Egot annat Sn program-
mering i en datormiljs. Matematisk programmering har snarare betydelsen Oprogrammering®
i bemSrkelsen OplaneringO, och har alltsCE inte nddvSndigtvis nEgot med datorer att gsra [4].
Metoder f3r I1Ssning av matematiska programmeringsproblem Sr dock anpassade f3r att I1$sas
med datorer. | nSsta avsnitt ges en matematisk fSrklaring till varfsr programmeringsproblem
med konvexa tillEtna omr@Eden Sr sSrskilt intressanta.

2.2 Konvexa problem

En konvexr mdingd Sr en mSngd i vilken ett rSt linje mellan tv@E godtyckligt valda punkter i
mSngden helt och hEllet ligger inuti mSngden. En funktion Skonvez om omrEdet ovanfsr
funktionens graf Sr en konvex mSngd. Med andra ord Sr en funktion konvex om det gSller, f&r
vilka tv(E punkter z; och z, som helst i funktionens debnitionsmSngd samt 3r alla ! (0,1),
att

flzy+ (1" ) # tf(x) + (1" t)f(x2).

Funktionen Sr istSllet konkav om den omvSnda olikheten gSller.

Ett matematiskt programmeringsproblem kallas konvext om det avser att minimera en
konvex funktion ver en konvex mSngd [4]. Problemet Sr ocks@E konvext om det avser att
maximera av en konkav funktion dver en konvex mSngd. En fundamental egenskap hos kon-
vexa problem Sr att om en optimal I3sning existerar s&E Sr denna en globalt optimal I3sning.
F&r ett konvext problem innebSr denna egenskap att om det visas att en I8sning Sr ett lokalt
optimum, sE Sr I$sningen ocks(E ett globalt optimum.



Ett intressant omr(Ede inom optimering best@Er av de modeller vars mElfunktion och bi-
villkor kan beskrivas av linjSra ekvationer och olikheter [4]. UtifrEn dePbnitioner inses att
problem som beskrivs av linjSra begrSnsningar och en linjSr mElfunktion Sr konvexa. Pro-
blem av denna typ modelleras med s kallad linjSrprogrammering (LRinear programming).
LinjSra problem har tillSgnats sSrskilt mycket intresse historiskt jSmfSrt med icke-linjSra
problem eftersom linjSra problem i regel Sr ISttare att 15sa [4].

Det bnns m@Enga modelleringsproblem f&r vilka bivillkoren kan uttryckas linjSrt men den
resurs som skall optimeras bSttre beskrivs med ett icke-linjSrt uttryck. Det Pnns till exem-
pel mEnga fall dE en kvadratisk mElfunktion Sr bSttre ISmpad Sn en linjSr approximation
[4]. Problem med kvadratisk mElfunktion och linjSra bivillkor kallas kvadratiska program-
meringsproblem (QP, quadratic programming). MEnga av de metoder som anvSnds f&r att
I3sa linjSra problem kan anpassas till att 15sa konvexa problem med en konvex kvadratisk
mElfunktion [4].

2.3 Linjarprogrammering och simplexmetoden

Av alla tSnkbara optimeringsproblem Sr m@Enga svEra eller omsjliga att beskriva med linjSra
modeller. Om det Sr msjligt att beskriva ett verkligt problem linjSrt utan att g3ra allt f3r

grova approximationer Pnns dock potentiellt mycket att vinna enligt Williams [4]. FSrdelen Sr

att problemets struktur d@E kan utnyttjas f3r att I13sa det p(E ett elektivt sStt. Den vanligaste
metoden f3r att I3sa linjSra programmeringsproblem Sr den s kallade simplexmetoden [8].
F$ljande beskrivning av simplexmetoden Sr baserad pE Nash [8] och likheter i SEVSI tankegEng
som beteckningar fSrekommer.

Simplexmetoden

Simplexmetoden utvecklades under 1940-talet dE linjSrprogrammering blev populSrt fr att
utfsra ekonomiska och militSra berSkningar. Andra metoder utvecklades ocks@E men 3ver tid
har de Resta av dessa f(Ett ge vika fr simplexmetodens 3verlSgsna elektivitet [8]. €ven om
problem idag Sr mycket st3rre och berSkningskraften likas@E har simplexmetoden utvecklats
och anpassats till dagens behov. Det Sr inte f8rrSn pE senare tid som egentliga alternativ till
simplexmetoden har trSdit fram [8].

Ett system av linjSra begrSnsningar beskriver en konvex polyeder och dSrfsr gSller att det
tillcEtna omrEdet till samtliga linjSra programmeringsproblem Sr konvexa mSngder. En viktig
egenskap hos konvexa polyedrar Sr att dess extrempunkter bestEr av polyederns hdrnpunkter.
Detta innebSr att den optimala I3sningen till ett linjSrt programmeringsproblem, om den
existerar, Pnns bland den tillEtna polyederns hSrnpunkter. Att endast betrakta dessa punkter
Sr simplexmetodens grundtanke. Dessutom gSller f8r konvexa problem att en lokalt optimal
ISsning ocks@E Sr en globalt optimal 13sning. Det rScker alltsE att visa att en I3sning till ett
linjSrt problem Sr lokalt optimal fr att den ocks(E visats vara globalt optimal.

Ett LP-problem skrivs p(E standardform

minimera z = ¢' z,
dE Az = b, 1)
x$ 0,

dSrb$ 0,¢! R",b! R™,A! R™*" ochz ! R". HSr kallas matrisen A f3r bivillkorsmatris.

Det bnns regler f&r att konvertera ett godtyckligt linjSrt problem till ett linjSrt problem pE
standardform. Ett rimligt antagande Sr att matrisen A har full radrang. | annat fall Sr
problemet antingen feldePnierat eller S beskriver Rera villkor samma begrSnsning. | det
senare fallet kan problemet reduceras sE att antagandet gSller utan att problemets 13sning
eller mSngden av tillEtna ISsningar f$rSndras [8].

Simplexmetoden Sr en iterativ metod som I$ser linjSra programmeringsproblem pE stan-
dardform. DE metoden anvSnds f3r att ISsa icke-degenererade problem gsrs f3rRyttningar
mellan h3rnpunkter till den tillcEtna polyedern. Degenererade problem uppstEr d&E Rera vill-
kor i ett problem beskriver samma begrSnsning.

Om en vektor z uppfyller likheterna i ett LP-problem pE standardform kallas dennabas-
losning om det dessutom gSller att de kolonner i bivillkorsmatrisen som multipliceras med



icke-noll-elementen i vektornz Sr linjSrt oberoende. Punktenz Sr en tilliten baslésning om
det dessutom gSller attz $ 0, det vill sSga att punkten uppfyller samtliga villkor f5r proble-
met. BaslSsningar erhElls genom att bxera" m element i z-vektorn fSr det ursprungliga
problemet vid vSrdet noll och sedan ISsa den resterande delen av ekvationssystemét: = b.
De variabler som ISses ut kallas basvariabler och de som satts till noll kallas icke-basvariabler.
De tillEtna basl$sningarna till ett linjSrt problem Sr extrempunkterna till den tillEtna polye-
dern. Vektorn z kallas en optimal tilliten baslésning om dess mElfunktionsvSrde Sr ISgre Sn
eller lika med mElfunktionsvSrdet f3r alla tillEtna baslssningar till det linjSra programmet.

Simplexmetoden arbetar genom att utifrEn en given f3rsta till(Eten baslSsning undersska
huruvida denna I8sning Sr optimal. Om den inte Sr optimal vSljer metoden en tillEten riktning
ISngs vilken mElfunktionen minskar och en f&rRyttning grs mot en tillEten baslSsning ISngs
denna riktning. Denna procedur upprepas sedan. Simplexmetoden gsr fSrRyttningar fr&n en
tillcEten baslI3sning till en nSrliggande tillEten baslsning genom att ta bort och 1Sgga till en
basvariabel i taget. Geometriskt innebSr detta att Rytta sig ISngs kanterna till den till Etna
polyedern (se bgur 1).

Figur 1: Konceptskiss Sver simplexmetoden i tv@E dimensioner. Med metoden ge-
nomssks den tillEtna polyederns extrempunkter, det vill sSga dess h3rnpunkter. De

streckade linjerna debnierar problemets tillcEtna omr@Ede. Punkterna Sr de tillEtna
baslSsningarna.

| det generella fallet kan simplexmetoden beskrivas pE f3ljande vis f3r ISsning av ett linjSrt
problem pE standardform (1).

Egenskaperna hos en baslSsning, tillsammans antagandet att matrised har full radrang,
gSr det msjligt att dela upp komponenterna z i komponenterna xy och zg. Vektorn zg
best@Er av basvariablerna vars koe"cienter i bivillkorsmatrisenA motsvarar den inverterbara
basmatrisen B. Vektorn xy best@Er av alla icke-basvariabler, vilka har vSrdet noll.

Om z Sr tillEten basI$sning med variabler ordnade s att
| "

T
xTr = B s
TN

dSrzg Sren vektor med ingEende basvariabler oely Sr den nuvarande (just nu nollvektorn)
vektorn av icke basvariabler, kan mElfunktionen skrivas som:

T T
zZ=1cCgTg + CN2IN,

dSr koe"cienterna f&r basvariablerna bnns i cg och koe"cienterna f&r icke-basvariablerna
Pnns icy . Bivillkoren kan dCE skrivas som

Bzg + Nxy = b,

vilka kan uttryckas som
zg =B 1" B INuay. 2)

Substitution av xg i formeln fSr z ger att

z=cg B 4 (¢ " ¢E B'N)ay.



Om y debnieras somy = (cf B~1)T = B~Tcg kan z uttryckas som
2=y b+ (e " y N .

De aktuella vSrdena pE basvariablerna och mElfunktionen fEs genom att s&fta= 0, det
vill sSga )
xg =b= B och 2 =cg B,

F&r att underlStta undersskningen av hur mElfunktionen pEverkas av icke-basvariablerna
betecknas¢; som elementet i vektornél; % (¢ " cf B~1N) motsvarande vektorn z; . Koef-
pcienteng; kallas den reducerade kostnaden fSr x; . MElfunktionen kan skrivas som

z=4+¢ N

Om icke-basvariabelnz; tillskrivs ett noll-skilit-vSrde ¢ kommer mElfunktions vSrde allts@E
att f&rSndras med ¢j e.

F&r att undersSka huruvida en ISsning Sr optimal studeras vad som hSnder med mdl-
funktionen om vSrdet p&E var och en av icke basvariablerna tillEts $ka fr&En noll. @m> 0
kommer mElfunktionens vSrde att Ska. Ont; = 0 kommer ingen f8rSndring ske och om
¢ < 0 kommer mElfunktionens vSrde att minska. Det vill sSga att ongj < 0 fSr n(Egoty
kan mElfunktionens vSrde fsrbSttras omy; 3kas fr&En noll. Om den nuvarande basen inte Sr
optimal kan en variabel z; , sCEdan att?;, < 0, vSljas att ingCE i basen. Denna variabel kallas
en inkommande variabel.

NSr en ny inkommande variabel valts mEste det undersskas hur mycket denna tillEts Ska
utan att begrSnsningarna pE problemet bryts. Detta bestSmmer huruvida en variabel skall
utgE ur basen. Basvariablerna bestSms enligt (2) och fSrutomy har alla element i vektorn
N VSrdet noll. DSrfsr Sr

B =b" A

dSr At = B~ 14, A; Sr dent:te kolonnen av A och b = B~1b. Ett element i vektorn rg kan
skrivas som A

(zB )i = bi " it
dSr it Sr elementen i A;. Om air > 0 kommer (zg); att minska dE den inkommande
variabeln x; Skar och (zg ); blir lika med noll dExz; = b /@it . Om aj; < 0 kommer (zg ); Ska
och omaj; = 0 Sr(zg); of$rSndrad.

Variabeln z; kan Skas s ISnge alla $vriga variabler f&rblir icke-negativa, det vill sSga tills
den nCEr vSrdet # $

Tt = min Ab—' taip >0
1<i<m Gy
Det minsta vSrdet av ovanst@Eende uttryck bestSmmer de nya icke-basvariabelmg ); och
dSrmed ocksE den nya tillEtna basl$sningen, mgdsom den nya inkommande basvariabeln.
Tilldelningarna
1 & xp " Al och 2& 24 &
bestSmmer vSrdet av basvariablerna samt det nya vSrdet av mElfunktionen i den aktuella
basen. Variabelnz; tilldelas vSrdet Z; och de kvarvarande icke-basvariablerna f&rblir noll. En
av basvariablerna f&Er vSrdet noll och utgEr ur basen.

Om aiy # 0 fSr alla vSrden p&E kommer ingen av basvariablerna minska d@&; 3kar
frEn noll. AlltsE kanr; gdras godtyckligt stort. Detta betyder att mElfunktionens vSrde
kommer minska utan undre grSns d@&; ' (  vilket innebSr att problemet har en obegrSnsad
optimall$sning.

Enligt principerna ovan kan en tydlig bild av simplexalgoritmen ges. Genom att star-

ta frEn en basmatrisB motsvarande en tillEten basl$sningg = b = B~'b $ 0 itererar
simplexmetoden genom fSljande steg.

1. Optimalitetstest; BerSkna vektorn y7 = cf B~1. BerSkna koe"cienterna ¢, = cf|
yT N.Om ¢ $ 0 Sr den nuvarande basen optimal. Annars, VvSlj en variabet; s@Edan
att ¢ < 0 som en ny inkommande basvariabel.



2. Stegtagande; BerSkna A; = B~1 A, bivillkorskoe"cienterna motsvarande den nya bas-
variabeln. Hitta ett index s som uppfyller

Variabel zs skall ISmna basen och pivot-elementet Sfis;. Om a;; # 0 f3r alla i Sr
problemet obegrSnsat.

3. Uppdatering; Uppdatera basmatrisen B och vektorn med basvariablerzg .

Genom att upprepa ovanst@Eende iterationssteg erhElls den lokalt optimala ISsningen, allt-
S den globalt optimala ISsningen.
Simplexmetoden Sr en elektiv metod f3r att ISsa linjSra program och anvSnds av de Res-
ta moderna optimeringsalgoritmer f3r I3sning av linjSra problem [8]. Metoden stSller dock
krav pCE att det undersskta problemet Sr linjSrt vilket inte alltid Sr fallet. Vid modellering
av vissa typer av problem krSvs icke-kontinuerliga variabler. Det bPnns en rad sStt att han-
tera dessa variabler. Nedan fSljer en beskrivning av nEgra metoder som ofta kompletterar
simplexmetoden vid ISsning av denna typ av problem.

2.4 Heltalsprogrammering och branch-and-bound-algoritmen

Heltalsprogrammering (IP, integer programming) behandlar problem bestEende av heltalsva-
riabler. En modell som innehEller en blandning av kontinuerliga variabler och heltalsvariabler
behandlas avblandad heltalsprogrammering (MIP, mized integer programming). Vanligtvis Sr
problem med heltalsvariabler svErare att I3sa Sn linjSra problem av samma storleksordning
[4]. Inom operationsanalys Sr heltalsvariabler ofta [4] begrSnsade till att anta vSrdena 0 eller
1. Detta kan till exempel motsvara ett ja-eller-nej-beslut. Metoder f3r att ISsa generella hel-
talsproblem anpassas utan st3rre svErigheter till att ISsa rena eller blandade 0b1-problem [9].
Det Pnns en uppsj$ av sStt att ISsa MIP-problem men den metod som anvSnds mest Sr den s
kallade branch-and-bound-metoden [9], som initieras med att att heltalskraven p(E problemet
sISpps och problemet 1Sses som ett LP-problem. Detta frfarande kallas LP-relaxering och
utnyttjar det faktum att LP-problem vanligen Sr ISttare att 1I5sa Sn MIP-problem. Om den
optimala I$sningen av LP-relaxeringen av ett MIP-problem Sr en heltalsI$sning Sr detta ocks@E
den optimala ISsningen till heltalsproblemet. | Williams [9] beskrivs hur branch-and-bound-
algoritmen anvSnds f3r att ISsa ett typiskt IP-problem. Under nSsta rubrik bnns en genera-
lisering av denna beskrivning som illustrerar teorin bakom branch-and-bound-algoritmen.

Branch-and-bound-algoritmen

Branch-and-bound-metoden (BB, OfSrgrena och avgrSnsaO) I$ser férst LP-relaxeringen av ett
IP-problem f8r att sedan (EterinfSra heltalskraven p(E variablerna steg fSr steg. F&r ett IP med
tvE variabler

minimera z = ¢' z,

dE Az =0,
z$ 0,
dSrv $ 0,c! R2, b! R2, A! R?*2, x| Z ochz = (z1,72), kan BB-metoden se ut pE
fSljande sStt.
En nod Sr en instans av problemet, nSmligen LP-relaxeringen av IP-problemet, komplette-

rat med extra begrSnsningar som successivt inférts i $verordnade noder. Dessa begrSnsningar
beskrivs nedan. | startnoden ISses LP-relaxeringen av IP-problemet. Detta ger ISsningen

Ilzkl,l‘z Zkz,Z:d.

Sedan VvSljs godtyckligt en variabel vars vSrde inte Sr ett heltal och utan att tappa generalitet
infSrs nya villkor pE denna variabel. Omz; valts infSrs villkoren

1 # N och 19 N+1, 3)



i vardera av tv(E nya noder. Observera att dessa villkor inte utesluter nEgra tillcEtna vSrden
eftersom vSrdena mellanN och N + 1 alla Sr icke heltal. DSremot utesluts den nuvarande
ISsningen genom att vSljaN = )k;*. InfSrandet av villkoren (3) kan ses som en fSrgrening i
ett trSd av delmodeller dSr olika villkor gSller i de olika grenarna.

Efter denna f&rgrening vSljs en av de underordnade noderna och processen upprepas
frEn denna nod. Det vill sSga att LP-relaxeringen av orginalproblemet plus de extra villkor
som gSller i denna nod I3ses och en fSrgreningsvariabel vSljs bland de variabler som har
icke-heltaliga vSrden. TWE grenar skapas dSr denna ISsning utesluts med hjSlp av villkor pGE
formen (3). Detta ger upphov till ett trSd likt det som illustreras i bgur 2.

X1 :kl . X2=k2, z=d

x1<lki] x1=[ky]
xlzkgz), xzzkgz), z=d? x1=k§3), x2=k§3), z=d®
2 2
X<k ] x2[k5T
X1 :k(4), Xzzkg"), Z:d(4) X1 :k(S), xzzk(;) , Z:d(S)

Figur 2: Schematisk bild Sver ett branch-and-bound-trSd. Noderna Sr numrerade
1D5. De extra villkor som successivt infSrs vid fSrgrening stCEr skrivna vid pilarna
och Sr villkor pE formen (3). Observera attV = )k,* i de infSrda villkoren.

MSrk vSI att det bnns en rad val att g3ra i denna process. Valet av fSrgreningsvariabel,
ordningen i vilken LP-relaxeringarna i noderna ISses samt vilken nod som underssks efter att
en fdrgrening gjorts kan vSljas slumpmSssigt. Alternativet Sr att anvSnda n@Egon regel f3r att
gSra dessa val, i hopp om att nCE en bra ISsning snabbare.

Allt eftersom noderna utvecklas kan en rad saker intrSla. Till exempel kan infSrandet av
ett nytt villkor gSra att instansen saknar ISsning. Grenen behSver d inte utvecklas vidare.
Noden sSgs dE vara uttdmd. DE en heltalsl$sning erhElls i en nod bnns det ingen anled-
ning att undersska den grenen vidare. Detta eftersom infSrandet av ytterligare villkor aldrig
kan f&rbSttra mElfunktionens vSrde. VSrdet pE den bSsta funna heltalsl$sningen vid en viss
tidpunkt fungerar som en grSns f3r alla andra noder. Om vSrdet av mElfunktionen av LP-



relaxeringen i nEgon nod Sr sSmre Sn detta vSrde, Sr det inte nddvSndigt att utveckla denna
vidare. Den sSgs dE vara uttdmd. Skillnaden mellan en heltalslSsning och motsvarande LP-
relaxerings I3sning kallasheltalsgap och kan anvSndas som ett mEtt p&E hur nSra optimal en
heltalsI$sning Sr.

DCE alla grenar f3ljts till sitt slut, det vill sSga dE de n(Ett en heltalsISsning eller konstaterats
vara ointressanta, har den optimala ISsningen hittats. Det Pnns dock inga garantier fSr att
ett trSd skall vara uttSmligt. Det vill sSga att det bnns fall dE ett oSndligt antal noder kan
genomsskas utan att en giltig 13sning hittas. Detta intrSlar dock endast om det tillcEtna
omrEdet f&r problemet Sr obegrSnsat.

Notera att ett inf&rt villkor gSller i alla noder under noden dSr det infsrts i trSdet.

Om branch-and-bound-algoritmen anvSnds pE ett IP-problem dSr vSrdena pE variablerna
begrSnsas till att anta O eller 1 blir trSdet enklare. Varje gren bxerar d@E vSrdet av en variabel
i alla noder i den gren som dePnieras av den nod dSr villkoret inf3rts.

LSsningsrummet till ett linjSrt problem i tvGE dimensioner kan illustreras som i bgur 3.
Detta kan till exempel vara LP-relaxeringen av ett IP-problem. De tillEtna heltalslSsningarna
Sr de heltalspunkter som ligger inne i polyedern. Det minsta konvexa omrEde som innesluter
dessa punkter kallas problemetskonveza holje av tillEtna heltalslSsningar. Detta syns som
de prickade linjerna i bPgur 3. | tv@E dimensioner Sr grSnserna till omr@Edet rSta linjer och i
h3gre dimensioner Sr de hyperplan. GrSnserna till det konvexa h3ljet kallagasetter och de
villkor som ger upphov till dem kallas fasettdebnierande begrSnsnlngar Dessa kan ibland
vara sv(Era att berSkna men ibland kan de approxmeras av begrSnsningar som skSr bort en
optimal I8sning till LP-relaxeringen, men som inte Sr fasetter [9]. Dessa begrSnsningar kallas
skSrande plan gutting planes).

X2

‘ Py Py o X 1

Figur 3: Det konvexa hsljet (prickat) av ISsningsrummet till LP-relaxeringen
av ett IP-problem (heldraget) i tv(E dimensioner, samt ett skSrande plan till LP-
relaxeringen (streckat). Punkterna markerar heltalslSsningar.

Att anvSnda denna typ av bivillkor i kombination med BB-metoden kan f&rvSntas reducera
antalet noder att genomsska. Ett vanligt fsrekommande problem Sr dock att det ofta bnns
vSldigt mEnga fasetter till ett IP-problem. | praktiken kan dessa begrSnsningar (eller andra
skSrande plan) endast anvSndas iterativt f3r att utesluta nuvarande icke-heltalslSsningar [9].
Detta tillvSgag@EngssStt kan kombineras med BB-metoden genom att applicera bivillkoren pE
instanserna av IP-problemet i de olika noderna i trSdet. Metoden kallas d@& branch-and-cut.

2.5 Heuristiska losningsmetoder

| verkligheten Smnar optimering ofta undersska hur en rad beslut kan kombineras fr att
det totala resultatet skall bli sGE bra som mSijligt. Detta leder i mEnga fall, som diskuteras
i avsnitt 2.4, till problem med variabler begrSnsade till vSrdena 1 eller 0, vilka svarar pE
en ja-nej frEEga gSllande ett visst beslut. Ett problem med stycken oberoende variabler av
denna typ har totalt 2" msjliga utfall. DCE ett verkligt problem skall undersskas kan antalet
beslut vara precis sCE m@Enga. Detta g3r att det ibland Sr omsjligt att undersska alla tSnkbara
ISsningar eftersom antalet kandidater helt enkelt Sr f3r stort. Branch-and-bound-metoden,
som diskuteras i avsnitt 2.4, Sr ett sStt att undvika att ska igenom alla tSnkbara I3sningar.



En viktig egenskap hos BB-metoden Sr att den kan garantera optimalitet av en funnen
ISsning.

Om det anses ta orimligt IEng tid att Pnna en optimal ISsning till ett problem, kan
det ibland vara aktuellt att leta efter en suboptimal, men SndE godtagbar 13sning. Optime-
ringsproblem dSr en suboptimal I3sning Sr tillrScklig kallas semioptimering [10]. Pearl [10]
poSngterar att det i mEnga verkliga fall Sr nddvSndigt att anvSnda sig av semioptimering.
Vidare menar han att en noggrann avvSgning mEste gsras mellan krav pE hur nSra optimal
ISsningen skall vara och hur IGEng ISsningstid som Sr godtagbar. FSrdelen med semioptime-
ring Sr att fokus skiftas frEn att veribera optimalitet av en funnen ISsning till att plocka fram
godtagbara I$sningar sE elektivt som msjligt. Heuristik Sr kriterier och metoder som vSljer
det alternativ, som bed3ms vara det elektivaste sSttet att n(E ett visst mE| [10Heuristiska
metoder Sr metoder som f3rlitar sig pE heuristiska avwSganden f&r att Pnna en godtagbar
ISsning.

Heuristiska metoder kan se ut p(E mEnga sStt; den gemensamma nSmnaren Sr att de bygger
pE kunskap om problemets struktur. Branch-and-bound-metoden kan till exempel utnyttja
heuristiska regler fSr att Pnna en bra ISsning snabbare. En heuristisk metod fSr att hitta
den kortaste vSgen mellan en rad destinationer kan till exempel vara att hela tiden fSrRytta
sig till den obesskta destination som ligger nSrmast den nuvarande platsen [10]. | detta fall
fattas det heuristiska beslutet baserat p&E kunskap om vilken destination som ligger nSrmast,
samt antagandet om att en kort strScka i ett nSrsynt perspektiv fSrhoppningsvis leder till
kortare strScka totalt. Detta ger sannolikt inte en optimal I$sning till problemet, men Sr oftast
bSttre Sn att irra runt plani3st [10]. Det bPnns inga generella heuristiska metoder f&r att I13sa
optimeringsproblem. Metoder mEste istSllet ofta specialkonstrueras f&r specibka problem.

2.6 Modelleringsverktyg for 16sning av linjira problem

LinjSra modeller av verkliga problem kan innehElla stora mSngder variabler och villkor. Dessa
beh3ver struktureras f3r att tillEta SversSttning mellan den mSnniska som formulerat dem
och den dator som skall I$sa dem. | denna sektion beskrivs hur de programvaror som anvSnts
i projektet interagerar. Dessutom ges en kort beskrivning av de olika programvarorna.

Det mest anvSnda formatet f3r att beskriva LP-problem s att optimeringsverktyg kan
tolka dem Sr det sE kallade MPS-formatet (mathematical programming system) [4]. Att
formulera ett stort problem i detta format Sr ofta inte versk@&dligt och dSrfsr anvSnds mo-
delleringsprogram f&r att sk3ta SversSttningen mellan matematisk modell och MPS-format. |
detta projekt anvSnds AMPL f3r att formulera stora linjSra heltalsproblem och optimerings-
I8saren CPLEX anvSnds f3r att I$sa dem. | Pgur 4 beskrivs kopplingen mellan matematisk
modellering och I3sning av ett IP-problem.

Data
Martzgﬁlfk > [ AMPL [MpPS—>{ CPLEX |—»{ Losning

Figur 4: Strukturen mellan de olika programvarorna som anvSnds i detta projekt.

26.1 AMPL

Modelleringsspr@&ket AMPL @ Mathematical Programming Language) designades och imple-
menterades fSrsta gEEngen 1985 [11]. AMPL anvSnds f3r att formulera matematiska modeller
i en dator pE ett sStt som Sr intuitivt f&r anvSndaren. Enligt utvecklarna [11] Sr en av de
stSrsta fSrdelarna med AMPL att uttrycken som sprEket hanterar i h8g grad liknar de vanliga
algebraiska motsvarigheterna. AMPL innehEller inte n(Egra matematiska optimeringsmetoder.
Verktyget bestEr av ett grSnssnitt som fSrmedlar kontakten mellan den matematiska modell
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som anvSndaren formulerar, de data som debnieras av en probleminstans och den ISsningsme-
tod som anvSnds. Den intuitiva arbetsgEEngen med AMPL beskrivs enligt fSljande procedur:
[11]

(i) formulering av den matematiska modellen i generell form;
(i) inhSmtning av data som representerar en viss instans av problemet;
(iii) generering av mElfunktion och bivillkor i MPS-format frcEn modellen och data;
(iv) 18sning av problemet genom anrop av en extern ISsningsprogramvara;
(v) presentation av resultatet och analys av anvSndaren;

(vi) eventuell fSrbning av problemet och upprepning av proceduren.

2.6.2 CPLEX

CPLEX Sr ett verktyg fSr att 1sa problem inom matematisk programmering. Version 1.0
sISpptes av ILOG 1988 och sedan dess har programmet genomg(Ett betydande utveckling [12].
| detta arbete anvSnds CPLEX f3r att I13sa problem inom linjSr heltalsoptimering men kan
ocksE bland annat ocks(E ISsa vissa problem inom kvadratisk programmering. CPLEX har
sitt ursprung i programmeringsspr@Eket C men Sr idag ocks@E delvis uppbyggt av C++, Java,
.NET och Python [13].

F&r att I$sa de mest grundiSggande problemen inom linjSr programmering, dSr variab-
lerna i mElfunktionen Sr kontinuerliga, anvSnder sig CPLEX frSmst av metoder baserade pE
simplexalgoritmer [13]. CPLEX Sr ett omfattande verktyg och erbjuder anvSndaren msjlig-
heten att anpassa I8sningsmetoden f3r att passa det problem som skall 13sas. F3r ISsning av
MIP anvSnds BB-metoden, heuristiker och generering av skSrande plan och fasetter [13] (se
avsnitt 2.5 och 2.5).
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3 Problembeskrivning

| avsnitt 1.1 introduceradqvi schemaléggpingsproblemet pC ridskolan. Kort sagt ska schemat
passa bEde elever och ISrare utan att hSstarna blir Sverbelastade. | detta avsnitt presenteras
problemet mer i detalj, men f3rst fSljer nEgra ord om hur schemat ISggs idag.

3.1 Schemalaggning pa ridskolan

All schemalSggning pCE ridskolan sker manuellt. De elever som anssker om plats pCE ridskolan
har msjlighet att ange tider dCE de Sr tillgSngliga. Eleverna delas in i grupper och veckosche-
mat ISggs sE att tiderna ska passa SE m@Enga som msjligt. Slutligen erbjuds eleverna en
lektionstid som de kan tacka ja eller nej till. F&r hSstarnas del g&Er det att g3ra ett bassche-
ma, men detta mEste modiberas frEn vecka till vecka eftersom hSstar kan vara ur drift eller
nedsatta p(E grund av skada eller sjukdom.

| dagslSget bnns ett basschema f&r ridskolans elevgrupper och deras lektionstider. NSr vi
hSnvisar till ridskolans befintliga schema Sr det detta lektionsschema fr elever som avses,
dock inte nuvarande tilldelning av hSstar och ISrare. | det bebntliga schemat bnns lektions-
plats fSr 605 elever.

| praktiken bnns inga strikta regler f&r hur schemat ska ISggas, utan personalen avgsr
sjSlva vad som Sr tillEten belastning f&r hSstarna, vilka arbetstider som ska gSlla f&r ISrarna,
och s vidare. F&r att behandla problemet med matematiska verktyg Sr det dock n§dvSndigt
att debniera entydigt vad som Sr tillEtet och inte. F3r detta Sndaml har en lista med kriterier
som stSlls pE schemat formulerats med hjSlp frEn ridskolans personal. Denna lista speglar
dock inte perfekt de SvervSganden som g&rs i verkligheten, eftersom en mSnniska med rStt
erfarenhet kan gsra avwSgningar och undantag som Sr sv(Era eller omstSndliga att formulera
matematiskt.

3.2 Elever

Eleverna ska bokas in pE tider dSr de angivit att de Sr tillgSngliga. De bildar grupper s@E
att alla elever i varje grupp har likvSrdiga kunskaper. Detta ISses genom att lektionstillfSllen
tilldelas en viss lektionstyp, exempelvis nybSrjare, nivcE 1D4 eller dressyr, och f&r varje elev
bestSms alltsE vilken lektionstyp som ska bokas. Olika lektionstyper pEgEr olika ISnge B exem-
pelvis Sr det sE kallade ridlekis 30-minuterslektioner, hopplektionerna 60 minuter och 3vriga
lektioner Sr 45 minuter. Lektionstyperna har ocksE olika antal elever. Typerna presenteras i
tabell 1.

Tabell 1: Lektionstyperna pCE Billdals ridskola.

Lektionstyp LSngd [minuter] Antal elever (minbmax)
Ridlekis 30 11P13
NybSrjare 60 10Db12
NivE 1 45 10b12
NivE 2 45 10D12
NivE 3 45 810
NivE 4 45 8Db10
Hoppning 60 6D8
Dressyr 45 5b7
Vuxna nybSrjare 30 8b10
Vuxna nivE 1 45 8b10
Vuxna niv@E 2 45 8b10
Vuxna nivE 3 45 8b10
Vuxna nivE 4 45 8b10
Hoppning vuxna 60 6D8
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3.3 Hastar

Ridskolans 40 hSstar har olika storlek, trSningsniv(E, personlighet, fysisk kondition och even-
tuellt ytterligare faktorer som avgsr vilka elever de ISmpar sig f&r. F&r schemalSggningens
skull kan dock férhEllandet mellan hSstar och elever representeras pE ett enkelt sStt genom
att en lista tas fram f3r varje hSst, som anger vilka lektionstyper som hSsten kan delta pCE.
Att en hSst tillEts delta vid lektioner av en viss typ innebSr alltsE Sven att hSsten Sr ISmplig
f8r en typisk elev pE denna lektionstyp.

Vidare bnns det begrSnsningar i arbetsbelastning fSr hSstarna. Dels bnns ett maximalt
antal lektioner per dag och hSst, dels bnns ett tak fr antal lektioneri direkt foljd. Dessa
begrSnsningar anges individuellt f3r varje hSst. Beroende p(E lektionstyp varierar ocksE antalet
lektioner som kan tillcEtas B exempelvis kan hSstar typiskt g tre lektioner i rad, men om
nEgon av lektionerna Sr mer anstrSngande (exempelvis hoppning eller nivE 4) tillEts bara tv@E
lektioner i rad.

3.4 Lokaler

P ridskolan Pnns i dagslSget plats f&r tv@E parallella lektioner i ridhuset. AlltsE kan aldrig
Rer Sn tv(E lektioner pEQE samtidigt.

3.5 Larare

P(E ridskolan bPnns 10 ISrare som delar pE veckans lektioner. Varje lektion har en ISrare. Dessa
Sr tillgSngliga pE olika tider och fEr f&rstEs endast bokas in d@& de Sr tillgSngliga. | likhet
med hSstarna Pnns en grSns f&r hur m@Enga lektioner i f3ljd en ISrare kan leda. Den totala
arbetstiden bestSms genom att ange ett maximalt antal lektioner per vecka och ISrare.

3.6 Ytterligare onskemal

Utver det ovanstEende Pnns Rera $nskem(El gSllande schemat, som inte Sr helt n§dvSndiga
att tillgodose. Vi noterar att den enklaste schemalSsningen enligt ovanstEende kriterier vore

att inte erbjuda nEgra elever plats alls B dE skulle ju varken ISrare eller hSstar krSvas! Men
sEdana triviallssningar Sr f8rst@Es ointressanta. Slutsatsen blir att vi vill maximera antalet
elever utan att slita ut personal eller hSstar. Andra sekundSra ml (optimeringsmCl) kan
vara att f&rdela arbetet jSmnt mellan hSstarna, att g&ra schemat s kompakt som msjligt

f8r ISrarna, eller att skapa ett rSttvist schema f3r ISrare eller hSstar.
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4 Metod

Den metod som primSrt anvSnts fr att ISsa schemalSggningsproblemet Sr linjSr heltals-
programmering (se avsnitt 2). F3r detta SndamEl har en linjSr modell konstruerats f3r att
motsvara de kriterier som specibceras i problembeskrivningen ovan (avsnitt 3).

Optimeringsproblemet har implementerats i AMPL och ISsts med CPLEX (se avsnitt
2.6.1). Dessutom har en heuristisk I3sningsmetod tagits fram f3r jSmfSrelse av ISsningar och
berSkningstider med den linjSra heltalsmodellen.

4.1 Varfor linjar heltalsoptimering?

Att optimera ridskolans schema kan vara sv(Ert av olika anledningar. Ett grundiSggande pro-
blem Sr att uppgiften blir sv@Erdversk@Edlig eftersom drygt 600 elever och 40 hSstar ska be-
handlas individuellt, och hSnsyn m(Este tas till mEnga samverkande faktorer. Det kan vara
sv(Ert att bedSma hur stora f8rbSttringar som Sr msjliga jSmfSrt med ett givet schema, det
vill sSga hur vSI en viss I$sning mSter sig med den som Sr optimal i nEgot avseende.

Med detta som bakgrund kan konstateras att linjSr optimering har en klar f&rdel jSm-
f&rt med mEnga andra metoder. L3sningsalgoritmen f3r linjSra heltalsproblem bygger pE att
tillfSlligt sISppa heltalskriterierna och istSllet I$sa ett kontinuerligt problem (se avsnitt 2.4).
DSrmed kan en undre grSns f&r mElfunktionens vSrde bestSmmas, med vilken existerande
heltalsI$sningar kan jSmfSras. Skillnaden Bheltalsgapet B mellan den bSsta heltalsl$sning-
en och denna undre grSns kan anvSndas som ett mEtt p&E hur IEngt ifrEn optimalitet denna
heltalsl3sning Sr. PE s vis ger ISsningsmetoden oss i teorin en bSttre Sversikt Sver problemet.

En annan f&rdel med linjSr heltalsprogrammering Sr att branch-and-bound-metoden ga-
ranterar att globalt optimum hittas (se teoriavsnittet 2.4 fSr en mer utfSrlig beskrivning).

Tanken med den I$sningsmetod som anvSnts Sr alltsE att specibcera alla indata och sedan
optimera ridskolans schema i sin helhet fSr att n(E global optimalitet.

4.2 Losningsgang och modellens utformning

I allmSnhet har modellen utformats f3r att kunna (Eterskapa schemakriterierna pE Billdals
ridskola, men i Rera fall Sr den mer generellt formulerad, vilket m3jliggsr I3sning av andra,
liknande problem. Dock mEste avgrSnsningar g&ras f3r vilka beslut som ska fattas av mSn-
niskor och vad som ska ing(E i optimeringen. De avgrSnsningar som har gjorts presenteras
kortfattat nedan.

Varje lektion ska tilldelas en tid och plats, under begrSnsningen att alla ska fCE plats i
ridhuset. | dagslSget Pnns plats f8r tvE parallella lektioner, men detta kan fSrstEs variera och
behdver dSrfsr formuleras mer allmSnt. Vi har antagit att indatan till problemet innehEller
en lista Sver tidsblock som Sr konstruerad s(E att lokalerna rScker till, det vill sSga s att hdgst
tv(E tidsblock pEgEr samtidigt i detta fall. Ett tidsblock debnieras av start- och sluttid samt
veckodag.

| praktiken Sr det ganska enkelt att dela in veckoschemat i tidsblock, eftersom dagens
fSrsta lektion b3r starta i sEdan tid sSCE att eleverna, typiskt skolungdomar, har slutat skolan
f&r dagen. DSrefter fylls schemat pE med tidsblock separerade av korta pauser f&r hSst- och
gruppbyte. De Resta lektioner Sr 45 minuter IEEnga, och dSrfér behsver det inte bestSmmas pE
fSrhand vilka lektionstyper de olika tidsblocken ska ha. Undantag Sr exempelvis hoppnings-
lektionerna som tar 60 minuter och beh3ver ISngre tidsblock. F3rslagsvis placeras ett fEtal
60-minutersblock ut i schemat f8r att m3jliggSra hoppningslektioner. Lektioner fEr placeras
ut pCE tidsblock som Sminst SE IEnga som lektionen, vilket medfsr att andra lektioner kan
placeras ut pE tomma 60-minutersblock. Skillnaden i ett sCEdant fall blir att en ovanligt IGEng
paus uppst@&r mellan tvE lektioner i schemat.

En annan msjlighet som utvSrderats Sr att IEta tidsblockens placering vara fria variabler
fSr optimering, vilket eventuellt kan leda till att kompaktare, elektivare scheman produceras.

Att sISppa lektionstiderna fria visade sig dock 3ka ISsningstiden alltfsr mycket i jSmfSrelse
med de f&rbSttringar som eventuellt kan Estadkommas.

Slutligen krSvs Sven data f&r nSr elever och ISrare Sr tillgSngliga, vilka hSstar som Pnns
och vilken maxbelastning hSstarna har. Vid I13sning av schemalSggningsproblemet antas att
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Tabell 2: F&rklaring av namngivning f3r variabler, parametrar och mSngder.

Svenska Engelska Beteckning
elev pupil P
SnskemCEl request r
hSst horse h
tidsblock time slot S
(lektions)typ  type t
ISrare teacher 6
tillEten allowed a
dag day d
sekvens sequence o
kollision collision c
Svre grSns upper limit A
undre grSns  lower limit A
vikt weight w

ridskolans personal tilldelat en lektionstyp till varje elev som sSker en plats. Inom ramarna
som presenterats i detta avsnitt kan alla tSnkbara fSrdelningar av elever, hSstar och ISrare
representeras av modellen.

4.3 En matematisk formulering av kriterierna

| detta avsnitt presenteras de parametrar (indata) och variabler samt ekvationer och olikhe-
ter som tillsammans representerar kriterierna fSr schemat. Samtliga kriterier ska betraktas
tillsammans, men f3r att gSra modellen mer Sversk&dlig har vi delat in listan under tre ru-
briker: elever och tidsblock, hSstar samt ISrare. Samtliga variabler tillEts anta vSrdena 1 eller
0, vilket representerar ja-eller-nej-beslut.

De namn som anvSnds pE mSngder, variabler och parametrar kommer frEn en engelsk
motsvarighet till de begrepp som anvSnds pE svenska: exempelvis betecknas tidsblocken med
S efter engelskans(time) slots. | tabell 2 sammanfattas hamngivningen.

Elever och tidsblock

HSr fSljer en f3rsta lista Sver de mSngder, parametrar och variabler som anvSnds f3r elever
och tidsblock. Notera att hela modellen innehEller Ber mSngder, parametrar och variabler,
vilka debnieras pE de kommande sidorna.

MSngder som anvSnds f&r elever, lektioner och tidsblock Sr

mSngden av tidsblock, indexeras medk ! S,
mSngden av Snskem(El, indexeras med; ! R,
mSngden av elever, indexeras med! P,

mSngden av kollisionsmSngder, indexeras meg ! C,
mSngden av lektionstyper I, indexeras med! ! T.

HQ W
1

Parametrar som anvSnds f&r elever, tidshlock och lektionstyper Sr

k) = # 1, om Snskem&j ! R tillcEts bokas pCE tidsblock! S,
# 0, annars,
b Gi) _ 1, om Snskem(Ej ! R avser bokning p lektion av tyg ! T,
# 0, annars,
wlhl) = 1, om lektion av typ I! T tillcEts bokas pC tidsblock! S,
0, annars,
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#
1, om Snskem@&j ! R kommer frEn eleVi! P,

p(i.J) - 4 0, annars,

e, k) _ 1, om lektion k! S ingCEr i kollisionsmSngtiu ! C,
0, annars,

At (D) = maximalt antal elever p&E lektion av typl! T,

Ac(l) = minimalt antal elever pE lektionavtyp ! T,

wr (5) = viktparameter * fSr Snskem&}l ! R.

Variabler som anvSnds f&r elever och tidsblock Sr
(i k) _ # 1, om Snskem@Ej ! R bokas pC tidsblock ! S,
# 0, annars,

Lo (k1) _ 1, om pCE tidsblockk ! S bokas en lektion av typl! T,

0, annars.

Varje elev kan tSnkas vilja delta vid Rera lektioner i veckan. DSrf3r betraktas ett antal
onskemal om att delta vid nEgot tidsblock av en viss lektionstyp som eventuellt kan bokas
in p&E ett tidsblock. Varje Snskem(l tillhSr en elev, och varje elev kan ha Rera Snskem(El.
Variabeln r(j, k) indikerar om 3nskem(} bokas pCE tidsblocl:.

Variabeln ¢s(k, 1) indikerar om en lektion av typ ! bokas p( tidsblock. Varje tidsblock
ska tilldelas maximalt en lektionstyp, vilket modelleras med olikheterna

0/0
ts(k, 1) # 1, k! S (4)
leT

Att ingen lektionstyp tilldelas betyder att tidsblocket inte anvSnds. BegrSnsningar Pnns pE
vilka lektionstyper som ett givet tidsblock fCEr tilldelas, vilket modelleras med ekvationen
% %
ts(k, ) (1" at(k, 1)) =0. (5)
keSleT

Varje Snskem(l kan bokas in maximalt en g@Eng, och endast p vissa tillEtna tidsblock, det
vill sSga dE eleven Sr tillgSnglig. Detta formuleras, analogt med (4) och (5), med olikheterna
(6) och ekvationen (7).

%
r(j, k) # 1, J' R (6)
kes
’I"(j,kj) (1" Gy (J7 k)) = O (7)
jEeR keS

% %

Tidsblock ska ha samma lektionstyp som inbokade Snskem(El, det vill sSga om $nskem(El
j bokas p(E tidsblock: mEste SpskemElet och tidsblocket ha samma lektionstyp. Notera att
varje Snskeml haen typ, sE att | ¢ (j,1) = 1 +j ! R. Detta formuleras med olikheterna:
%
leT

F&r varje lektionstyp Pnns ett maximalt och ett minimalt tillcEtet antal elever, vilket
formuleras med olikheterna:

% %

T(jv k) # ts(ka Z)At (1)7 k1 Sv (9)
j&oR IC%T

r(j, k) $ ts(k, DX (1), k! S. (10)
i €R leT

! Dessa parametrar f3rklaras i nSrmare detalj dSr de anvSnds nedan.
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Om en elev har Rer Sn ett Snskem(El ska dubbelbokning fSrhindras. Parametepti, j) Sr
en lista Sver alla eleveri. Elementet p(i, j) indikerar om Snskem} kommer frEn elev.

Vi debnierar enkollisionsmdngd som en mSngd tidsblock som kolliderar, s att deltagande
pE nCEgot av tidsblocken omsjliggdr deltagande vid de 3vriga blocken. Parameterfy, k) Sr
en lista Sver alla® kollisionsmSngder, dSre(y, k) = 1 om tidsblock & ingEr i kollisionsmSngd
w, annars c(u, k) = 0. FSljande olikheter fSrhindrar dGE dubbelbokningar av elever:

% %
c(u, K)r(j, k)p(i,j) # 1, 1V Pop! C (11)
kesjeRrR

Vi inf&r ocks@E en ekvation som egentligen Sr 3verRSdig men i praktiken har visat sig
fSrkorta ISsningstiden kraftigt i vissa fall. Den sSger att det maximala antalet lektioner av
en typ [ inte ska vara st3rre Sn att alla $nskem(l som r3r denna lektionstyp rScker till att
fylla lektionerna Etminstone till den minimala grSnsen. Med andra ord fEr inga tomma eller
underbefolkade lektioner ISggas in i schemat:

% %
ts(k, DX (1) # tr (4,1), T (12)
kes j€R

Hastar

HSr f3ljer ytterligare n@Egra mSngder, parametrar och variabler som krSvs f3r att beskriva
kriterierna f&r hSstar.

MSngder som anvSnds f&r hSstar Sr

H = mSngden av hSstar, indexeras medn ! H,
by = mSngden av sekvenser, indexeras med! ¥,
D = mSngden av dagskombinationer, indexeras med ! D.

Parametrar som anvSnds f&r hSstar Sr

#
D) = 1, om hSstm ! H tillcEts bokas pCE lektionstyp! T,
’ 0, annars,
An (m) = maximal tillEten belastning* i sekvens fsr hSstm ! H,
Ang(m) = maximal tillEten belastning® per dag f&r hSstm ! H,
wy (1) =  belastning i sekvens av lektionstyp!! T,
wig (1) = Belastning i dagskombination av lektionstyp 1! T
1, om tidsblock k! S ingCEr i sekverisv ! 33,
o(v,k) =
# 0, annars,
d(E, k) _ 1, om tidsblock £ ! S ingr i dagskombinatiofi £ | D,
’ 0, annars,
Q = stort tal.

Variabeln som anvSnds f&r hSstar Sr
#
1, om hSstm ! H bokas pCE tidsblock: ! S,

h(m,k) =
(m, k) 0, annars.

PE varje tidsblock ska lika m@Enga hSstar som elever bokas in, vilket formuleras med
ekvationerna % %
h(m,k) = r(4, k), k!l S. (13)
mcH j €ER

1 prgktikep behévver Vi bar:at betrakta de stSrsta msjliga koIIisionsméngde[na, det vill sSga om en kolli-
sionsmSngd Sr en Skta delmSngd av nEgon annan, behSver den mindre mSngden inte tas med i parametern
C.

' Dessa parametrar fSrklaras i nSrmare detalj dSr de anvSnds nedan.
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F&r hSstarna Pnns begrSnsningar f3r vilka lektionstyper som Sr tillcEtna eftersom inte alla
hSstar kan delta vid lektioner av varje lektionstyp. Detta kriterium formuleras med olikhe-
terna %
ts(k,Dtn(m,1) $ h(m,k), m! H, k! S. (14)
leT

HSstar fCEr inte dubbelbokas. Vi skriver analogt med ekvation (11) f&r eleverna:
%
h(m, k)e(u, k) # 1, m! H, u! C. (15)
kes

HSstarnas totala belastning begrSnsas pE tvE sStt: belastning av Rera lektioner i direkt
f3ljd och total belastning per dag. Fr detta Sndam(El bPnns parametrarnay och wyg som
anger belastningen av olika lektionstyper pE hSstarna, d@E vi rSknasdkvens respektive
dagskombination.

Vi debnierar en sekvens som en mSngd tidsblock som ligger i f3ljd, sCE att deltagande pE
samtliga Sr tidsmSssigt msjligt. Parameterno Sr en lista Sver alld sekvenserv sCEdana att
o(v,k) = 1 om tidsblock & ingEr i sekvens, annars Sro (v, k) = 0.

PE motsvarande sStt dePnierar vi edagskombination som en mSngd tidsblock som ligger
p&E samma dag men inte kolliderar, sSE att deltagande pE samtliga Sr tidsmSssigt msjligt.
Parametern d Sr en lista Sver all&8 dagskombinationer ¢ s attd(¢, k) = 1 om tidsblock &
ing@Er i kombinationen¢, annars Srd(¢, k) = 0.

Olikheterna (16) begrSnsar den totala belastningen i sekvens endast om hSsten bokas in
p&E samtliga tidsblock i sekvensen:

% %
o (v, k)ts (k, Dwy (1) #
keS leT %
A (m)+Q o, k) (1" h(m,k)), v S, m! H  (16)
kes

Olikheterna (17) Sr analogt formulerade f&r dagskombinationer:

% %
d(f, k)ts(kv l)wtd (Z) #
keSleT %
kes

Larare

Slutligen inf8r vi en mSngd, en variabel och nEgra parametrar som anvSnds f3r att beskriva
kriterier f3r ISrare.

MSngden som anvSnds Sr

e = mSngden av ISrare, indexeras: ! ©.

2Vi Sr i praktiken bara intresserade av de sekvenser som kan begrSnsa schemalSggningen. DSrmed behsver
endast sekvenser som, beroende p(E lektionstyp,kan ge f&r hdg belastning f&r nEgon hSst tas med i parametern
o D kortare sekvenser kan utelSmnas. De ISngsta sekvenser som behsver tas med Sr dekortaste som garanterat
ger f8r h3g total belastning, oavsett lektionstyper och hSst D ty varje sekvens som Sr ISngre kommer att ha
en sEdan begrSnsande sekvens som Skta delmSngd och behsver dSrfér inte betraktas explicit. Om exempelvis
alla hSstar klarar av tvE lektioner i rad, och ingen hSst klarar mer Sn fyra lektioner i rad, rScker det att o
innehCEller alla sekvenser med 3D5 tidsblock.

3Se ovanst@Eende fotnot om sekvenser. Listan Sver dagskombinationer kan i praktiken reduceras pE samma
sSit.
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Parametrar som anvSnds f&r ISrare Sr

#
k) = 1, om ISraren ! O tillEEts bokas pCE tidsblock ! S (ISraren Sr tillgSnglig),
’ 0, annars,
Aw (n) = maximalt antal lektioner i sekvens fsr ISrare n! ©,
Aw (n) = maximalt antal lektioner per vecka f&r ISrare n! ©,
Q = stort tal.

Variabeln som anvSnds f&r ISrare

#
1, om ISraren ! © bokas pE tidsblock: ! S,

O(n, k =
(n, k) 0, annars.

En ISrare ska bokas in pE varje tidsblock som har tilldelats en lektionstyp, alltsE om en
lektion ska h(Ellas vid denna tid, enligt
% %
O(n, k)= ts(k,1), k! S. (18)
ne! leT

LSrarna fEr endast bokas in pCE tillEtna tider, det vill sSga dE de Sr tillgSngliga. De fEr
heller inte dubbelbokas. Analogt med ekvationerna (7) och (11) fSr elever formuleras detta
med ekvationen (19) och olikheterna (20):

% %
O(n,k)(1" a(n,k)) =0, (29)

ne!l kes
%

O(n, k)e(p, k) # 1, n! O, ul C. (20)
kes

Det totala antalet lektioner per vecka fSr ISrare begrSnsas av parametermu, (n). Vi
skriver sEledes %
O(n, k) # Aw (n), n! ©. (21)
kes
Varje ISrare har ocksE ett maximalt tillGEtet antal lektioner i direkt 3ljd, A« (n). Detta
krav formuleras analogt med olikheterna (16), som
% %
o(v, k)ts(k, 1) #
kesleT %
Ay (n)+Q  o(v,k)(1" 0(n,k)), n! ©, vl X (22)
kes

4.4 Andra varianter av modellen

Ovanst@Eende kriterier kan anvSndas f3r att I3sa schemalSggningsproblemet pCE ridskolan, dSr
bland annat Snskeml frEn elever och ISrare, maxbelastning p&E hSstar och tillgSngliga lokaler
kan kombineras till ett komplett schema. Flera variationer av problemet kan dock tSnkas.

Ett viktigt exempel Sr det fall dCE ett lektionsschema f3r elever och ISrare Sr klart, men
tillgEngen p&E hSstar varierar pE grund av skada eller sjukdom. Detta reducerade problem
har Sgnats sSrskild uppmSrksamhet, och resultat frEn Rera olika testkdrningar Eterbnns i
avsnitt 5.

En metod f3r att undersska ett sEEdant reducerat problem dSr vissa variabler bestSmts
pCE fsrhand Sr att gSra om variablerna i frEga till parametrar och sedan ta bort eventuella
SverR8diga ekvationer. Det kan ocks bli aktuellt att formulera en ny mElfunktion vid k3rning
av ett reducerat problem.

4.5 Malfunktioner

Flera mSjliga kvalitetsmEtt pE schemat har identiberats, exempelvis
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Utnyttjgnde av resurser. Ridskolan pnns till fSr att hElla lektioner, sE det Sr ett grund-
ISggande Snskem(El att de mSijliga lektionstillfSllena ska fyllas med mEnga elever.

BekvSmlighet och elektivitet. F3r ISrarna Sr det 3nskvSrt att slippa on3diga vSntetider.
Schemat b3r vara kompakt, sE att lektionerna inte pEEQETr sent pE kvSllen i onsdan.

RSttvisa. Det bnns ingen sSrskild anledning att exempelvis vissa hSstar ska arbeta opropor-
tionerligt lite pE bekostnad av andra. Om tv(E ISrare har lika Snskem(El om arbetstider
Pnns ingen anledning att den ena ska fE ett bekvSmare schema Sn den andra.

Den mElfunktion som har anvSnts i de Resta fsrssken Sr maximering av antalet inbokade
SnskemCEl, viktat med parameterno; :
% %
maximera r(4, k)wr (5).
jeR kes

Vi har IEtit wy () = 1+ ! R, men den kan sSttas till nGEgot annat vSrde f&r vissa elever.
Om exempelvis fSrra terminens elever som vill fortsStta har hdgre prioritet Sn nybsrjare, kan
viktparametern sSttas till ett ISgre vSrde fr de Snskem(EI som rr nyb3rjarlektioner.
Ett annat villkor som har anvSnts Sr jSmvikt mellan hSstarnas belastning. Som ett mcEtt

pE den totala belastningen per hSst och vecka anvSnds beteckningen

%

b(m) = h(m,k),
kes

det vill sSga antalet lektioner per vecka f&r hSstm. | ett rSttvist schema b3r b(m) inte variera
fSr mycket mellan hSstarna. Vi vill dSrfSr minimera variansen

% [
Var(b) = (b(m)", b-)* = w2l p
meH ) * ) "
1 % % 2 L % % 2
= F h(m7k) " N h(m7 k) )
NmeH kes M meH kes

dSr N, Sr det totala antalet hSstar.

Notera att denna funktion inte Sr linjSr, utan kvadratisk. Det kvadratiska kriteriet kan
dock hanteras av CPLEX i detta fall. Se avsnitt 2.2 fSr en kort teoretisk bakgrund.

MSrk ocksE VSl att en triviall§sning i form av ett tomt schema Sr den optimala I$sningen
med avseende pE detta kriterium B dE Sr belastningém) och dess varians lika med noll.
DSrf8r linjSrkombinerar vi de tvE ovanstEende kriterierna enligt

% %
maximera r(j, k)w (5)" wVar (b). (23)
keSjeR

DSrmed g&rs en avwSgning mellan de tv(E kriterierna (maximalt antal elever respektive mini-
mal varians), som bestSms av parameteraw. Om vi I[Eterw vara litet kommer minimering av
Var (b) att bli ett sekundSrt mEl, sE att rSttvisa mellan hSstarna aldrig kommer att sSttas
fSre maximering av antalet elever. Parameternw Sr alltsE ett mEtt pE det relativa vSrdet av
nEgra Rer elever jSmfsrt med jSmnare arbetsfSrdelning mellan hSstarna. Detta resonemang
om avvSgningar Sr allmSnt giltigt och kan alltid tillSmpas d@E olika mElfunktioner linjSrkom-
bineras.

4.6 Heuristisk algoritm

FSrutom att I3sa det linjSra heltalsproblemet med hjSlp av bebntliga linjSra I1Ssningsmetoder
(CPLEX) har ocks@E en heuristisk ISsningsmetod tagits fram. | teoriavsnittet (avsnitt 2.5)
ges en bakgrund till nyttan av en sEdan metod. | detta avsnitt beskrivs idZn bakom den
heuristiska metodens tanke och dess implementering.

Det Pnns mEnga sStt att utforma en heuristisk metod och utvecklingen av en s@Edan
hade varit tillrSckligt underlag fr ett separat arbete. Syftet med den framtagna heuristiska
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algoritmen Sr att fungera som en grund f3r jSmfSrelse f3r I$sningar av den linjSra modellen.
Sledes ligger fokus pE att producera godtagbara ISsningar pCE kort tid. Tanken med den
heuristiska algoritmen Sr att i SEE h3g grad som msjligt utnyttja den uppenbara strukturen i
problemet. Till exempel Sr det on3digt att genomsska alla elever d(E ett tidsblock av en viss
typ skall fyllas med elever. ...vervSganden av denna typ har kombinerats med slumpinslag f3r
att sSka igenom en bred uppsSttning ISsningskandidater. Algoritmen bygger pE den linjSra
heltalsmodellen i den utstrSckning att huruvida en elev, hSst eller ISrare tillcEts bokas pE
ett tidsblock avgsrs utifr(En samma kriterier som denna modell. Nedan fSljer en kortfattad
beskrivning av den heuristiska metoden.

bestSm en mElfunktion
dela in elever och hSstar efter tillEEtna grupptyper
while (mElfunktionen Sr under mEIvSrdet)
sortera elever, hSstar, ISrare och tidsblock slumpmSssigt
for (tidsblock)
vSlj slumpmSssig lektionstyp f5r detta tidsblock
end
for (tidsblock)
for (alla elever som matchar tidsblockets lektionstyp)
om ms§ijligt utan att bryta nCEgot villkor, boka eleven pC tidsblocket
if (tidsblocket Sr fyllt med elever)
break
end
end
for (alla hSstar som kan delta vid tidsblockets lektionstyp)
om msjligt utan att bryta n@Egot villkor, boka hSsten p(E tidsblocket
if (en hSst Sr inbokad f3r varje elev)
break
end
end
for (ISrare)
om msjligt utan att bryta nEgot villkor, boka ISraren pCE tidsblocket
if (en ISrare Sr inbokad)
break
end
end
if (tidsblocket inte fyllt till undre grSnsen f3r
antal elever, hSstar och ISrare)
tSm tidsblocket pE elever, hSstar och ISrare
end
end
for (alla tomma tidsblock)
vSlj en ny lektionstyp som inte testats tidigare f3r tidsblocket
upprepa ovanstEende procedur f3r elever, hSstar och ISrare
end
if (det producerade schemat har bSst mElfunktionsvSrde hittills)
spara schemat
end
end
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5 Resultat

De modeller och I8sningsmetoder som presenteras ovan har anvSnts f3r att simulera en rad

scenarier. Dessa scenarier har tagits fram f3r att svara p&E frEgor som bedSms ha betydelse

f&r schemalSggningsproblemet. | detta avsnitt presenteras resultaten av dessa testkSrningar.
Den linjSra heltalsmodellen som beskrivs i avsnitt 4.3 har implementerats i AMPL och

CPLEX. Samtliga CPLEX-berSkningar har kdrts pE en 8xDual Core AMD Opteron(tm)

Processor 875 vid 1000MHz med 8GB RAM. Den heuristiska algoritmen har implementerats

i MATLAB och k3rts p&E en Intel Core Duo 2GHz med 2GB RAM.

5.1 Befintligt schema

Ett intressant test Sr att ta reda pE huruvida det av ridskolan framtagna schemat Sr giltigt
enligt de i modellen stSlida kraven. F3r att unders3ka detta kSrdes modellen med bxerade
Ieknonstyper enligt det bebntliga schemat som inparameter. Som eIevunderIag i detta fall
anvSndes samma mSngd elever (605 stycken) som ridskolan i dagsISget undervisar varje vecka.
Eleverna antogs vara tillgSngliga samtliga lektionstillfSllen och alla hSstarna antogs vara i
god form. LSrarna antogs ocks(E vara tillgSngliga vid samtliga tillfSllen. MElet var att placera
samtliga elever i schemat. Detta gav resultatet i tabell 3.

Tabell 3: Resultat av testkSrning med det bebntliga schemat och maximalt 605
elever. Som jSmfsrelse f&r ISsningen i CPLEX presenteras en I8sning framtagen
av den heuristiska algoritmen. | tabellen anges avvikelsen frEn det verkliga antalet
inbokade elever.

Antal elever Awvikelse BerSkningstid [s] Visad optimalitet
LinjSr heltalsmodell 601 0.7% 506 Ja
Heuristik 593 2.0% 1000 Nej

Resultatet visar att en optimal I18sning av problemet innebSr schemalSggning av 601 ele-
ver. Att h(Ella lektioner f&r 605 elever Sr alltsE inte m3jligt under de givna fSrutsSttningarna.
Resultatet visar att den heuristiska I1Ssningsmetoden inte producerade en optimal ISsning
inom en rimlig tid.

5.2 Skadade hastar

DCE ett schema tas i bruk Sr det viktigt att det inte fullstSndigt kollapsar s fort en hSst blir
skadad. Enligt personal pE Billdals ridklubb Sr i genomsnitt 20% av alla hSstar samtidigt
helt eller delvis ur drift. Det vill sSga att ett visst antal hSstar Sr helt skadade och inte kan
anvSndas alls och ett visst antal Sr delvis skadade och endast kan belastas IStt. Dessutom
fSrekommer utbildning av hSstar vilket Sven detta g3r dem otillgSngliga 3r lektioner.

Skadors inverkan pE ett bebntligt schema kan undersSkas genom att upprepade gEnger
slumpmSssigt simulera att 10% av hSstarna Sr helt skadade och 10% av hSstarna Sr delvis
skadade, s att de endast fEr belastas till 50% av den ursprungliga maxbelastningen. Detta
test har utfSrts tio gEEnger med slumpvis valda helt eller delvis skadade hSstar, och i $vrigt
samma fSrutsSttningar som testet i avsnitt 5.1. Resultatet presenteras i tabell 4.
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Tabell 4: Resultat av upprepade testk3rningar med den linjSra heltalsmodellen
dSr 20% av hSstarna Sr helt eller delvis skadade. Utg@Engspunkten Sr det bebntliga
schemat och 605 elever. | tabellen anges avvikelsen frEn det antalet elever som Sr
inbokade i verkligheten.

Antal elever Avvikelse Visad optimalitet

LinjSr heltalsmodell 590 2.3% Ja
" 569 6.0% Ja
" 592 2.1% Ja
" 592 2.1% Ja
" 588 2.8% Ja
" 591 2.3% Ja
" 590 2.3% Ja
" 588 2.8% Ja
" 591 2.3% Ja
" 592 2.1% Ja

D alla hSstar Sr friska Sr det optimala antalet elevplatser 601. Genomsnittet av resultatet
i tabell 4 Sr 588, vilket Sr 2% fSrre Sn d(E alla hSstar antas vara friska.

5.3 Okad belastning pa histar

En stSndig frcEga dE schemat skall ISggas Sr hur hErt hSstarna kan belastas. Det IStt att inse
att hErdare belastning av hSstarna g&r det msijligt att tillgodose Rer elevers SnskemEl. Att
Ska trycket pE hSstarna kan dock ha negativa elekter om detta till exempel Skar antalet
skador.

| modellen Sr grSnser satta f3r att se till att hSstarna inte Sverbelastas. F3r att fGE en
fdrstEelse f&r hur hErda dessa restriktioner Sr i fsrhEllande till ett verkligt scenario Sr det
illustrativt att undersska vad som hSnder om grSnserna tSnjs. Detta scenario Sr tSnkt att
maximera antalet elevplatser utan att bryta mot restriktionerna f&r hSstbelastning. Detta
gjordes genom att skapa en schemamall utiffEn det bePntliga schemat dSr ett SverRsd av
tidsblock lagts till. Sedan maximerades antalet elevplatser utan att ta hSnsyn till det verkliga
elevunderlaget eller ISrare. MEIvSrdet f&r denna optimering Sr okSnt.

Tabell 5: Resultat av det scenario dSr restriktioner pE hSstbelastning underssks.
HSstar placeras ut bland ett Sver3Sd av lektioner utan att ta hSnsyn till elever eller
ISrare.

Antal elever  Visad optimalitet
LinjSr heltalsmodell  Slut pE minne -
Heuristik 678 Nej

| tabell visas resultatet av detta test. Den heuristiska metoden producerade ett schema
med utrymme fr 678 elever. Detta Sr 13% mer Sn vad schemat i dagsISget har utrymme f&r
dE samtliga hSstar Sr friska. Resultatet kan ses som en under grSns f&r vad som Sr mjligt,
eftersom ett eventuellt optimalt vSrde garanterat Sr h3gre Sn resultatet i detta test. DE den
linjSra heltalsmodellen anvSndes vid detta fSrsdk resulterade detta i att minnesutrymmet tog
slut.

5.4 Utvidgning av befintligt schema

| dagslSget bPnns det en kévav nybsrjare till ridskolan som Snskar bsrja rida. Att tiIICEtaVett
antal extra nybSrjargrupper Sr vad detta scenario simulerar. Som tidigare konstaterats gSller
att det bebntliga schemat endast har utrymme f3r 601 elever. Elevunderlaget utSkades med
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fyra extra nybSrjargrupper. Dessutom utvidgades det bebntliga schemat med motsvarande
tomma tidsblock. Resultatet av testkSrningen presenteras i tabell 6.

Tabell 6: Resultat av scenario dSr det bebntliga schemat med 605 elever utvidgats
f3r att tillcEta 4 extra nybSrjargrupper med 12 elever i varje, det vill sSga totalt 653

elever.

Antal elever Visad optimalitet
LinjSr heltalsmodell 637 Ja

Detta fSrsSk visar att det Pnns utrymme fSr ridskolan att undervisa Ber nybSrjare. JSmfsrt
med det schemat som den linjSra heltalsmodellen berSknat (601 elever) utvidgas antalet
platser med 6%. Observera att det genomsnittliga lektionsantalet per hSst Skar lika mycket

i relativa mEtt.

5.5 Losning av generellt problem

Med detta f8rssk underssktes msjligheten att I1Ssa problemet pE generell form, det vill sSga
dE indata Sr sEdan att stor frihet ISmnas (Et optimeringen. En schemamall med tidsblock
placerade p(E samma vis som i det bebntliga schemat anvSndes. Parametgrsom anger vilka
lektionstyper som Sr msjliga pE de olika tidsblocken, valdes s att 4D6 rimliga lektionstyper
illSts pCE varje tidsblock. MElet var att maximera antalet inbokade elever. Resultatet av detta

test visas i tabell 7.

Tabell 7: Resultat av I$sning av ett generellt schemalSggningsproblem. Totalt kun-
de 605 elever bokas in. | tabellen anges avvikelsen frEn detta maximala antal.

BerSkningstid [s] Antal elever Avvikelse Visad optimalitet

LinjSr heltalsmodell 5400 590 2.5% Nej
" 18000 596 1.5% Nej

" 54000 596 1.5% Nej

Heuristik 1 586 3.1% Nej

" 30 602 0.5% Nej

" 5400 602 0.5% Nej

| tabell 7 observeras en tydlig skillnad i ISsningstider mellan optimering i CPLEX och
anvSndning av den heuristiska algoritmen.

5.6 Varians av histbelastning

| testscenarierna fram till till denna punkt har mElet varit att ge SE mEnga elever som msjligt
lektionsplatser. | avsnitt 4.5 diskuteras alternativa mElfunktioner och nyttan av dessa. Det
bed3mdes vara intressant att fSrdela belastningen lika mellan de hSstar som Sr tillgSngliga.

En mElfunktion som strSvar mot precis detta presenteras i (23).

F&r att skapa en uppfattning av hur mycket variationen i hSstarnas veckobelastning kan
minska, jSmfsrt med dE ingen hSnsyn tas till denna, fSlier en jSmfSrelse med testet i av-
snitt 5.1. F&r schemat som presenteras i tabell 3 Sr variansen f&r hSstarnas veckobelastning
Var(b) = 19.9. | tabell 8 visas resultatet av optimering dSr mElfunktionen i ekvation (23)

anvSnts f8r nEgra olika vSrden pE viktparametemn
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Tabell 8: Resultat av optimering dSr mElet Sr en viktad summa av att maximera
antalet elever och minimera standardavvikelsen mellan hSstarnas veckobelastning.
FSrutom mElfunktionen Sr fSrutsSttningarna desamma som fSr testet i avsnitt 5.1.

Antal
w Var(b) elevplatser BerSkningstid [s] Visad optimalitet
LinjSr heltalsmodell 0.1  2.12 601 10860 Nej
" 1 1.90 590 10860 Nej

| tabell 8 syns att en avsevSrd minskning av variansen i hSstbelastningen Sr msjlig om
detta Sr ett optimeringsm(l. Resultatet pEvisar ocks@E avvSgningen mellan olika optimerings-
mCEl. D& = 0.1 fEr det optimala antalet elever lektionsplatser, vilket visades var&01 i
avsnitt 5.1. DEw = 1 prioriteras bokning av ett antal elever bort f3r att minska variansen

ytterligare.
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6 Diskussion och analys

| detta avsnitt diskuteras dagens fungerande schema jSmfsrt med ett berSknat optimalt
schema enligt de uppstSlida kraven och villkoren. KSrnfr&Egan Sr hur relevant en matematiskt
optimal 13sning Sr f&r detta specibka schemalSggningsproblem. Scenarier med de alternativa
fSrutsSttningarna som Pnns beskrivna och testade i resultatdelen behandlas ocks(E. Vidare
diskuteras alternativa ISsningsmetoder fSr b(Ede detta enskilda problem samt liknande pro-
blem inom liknande och andra omrEden. | avsnittet utvSrderas Sven styrkor, svagheter och
relevans hos de valda arbetsmetoderna och den utvecklade modellen.

6.1 Ridskolans schema

FSrssSket som redovisas i avsnitt 5.1 visar att dagens schema i verkligheten bryter mot nEgot
av de villkor som specibceras i modellen. Frklaringen till detta Sr att de strikta kraven genom
en mSnsklig SvervSgning i vissa fall helt eller delvis kan fSrsummas. SEdana $vervSganden
bedSms vara sv(Era eller omsjliga att implementera fullt ut i en modell. En rekommendation
till vidare studie Sr att nSrmare unders$ka vilka villkor som utgsr de begrSnsande faktorerna.

De tester som gjordes med helt eller delvis bortfall av slumpmSssigt valda hSstar visar att
dagens schema har en viss robusthet mot f&rSndringar i hSstunderlaget. F3r att tillgodose
samtliga elevers lektionstider betyder det att slitaget per hSst Skar f3r de hSstar som Sr friska.
Det krSvs att de friska hSstarna deltar vid lektionstyper utanf$r sina kompetensomr@Eden
eller att vissa hSstar belastas Sver maxgrSnsen f3r att alla elever ska fE rida pE sin lektion.
Antalet elevplatser som kunde erbjudas enligt fsrssket varierade dE olika hSstar slumpmSssigt
skadades. Detta kan frklaras av att vissa hSstar Sr betydligt mer mEngsidiga och dSrfsr mer
betydelsefulla fSr schemats funktionalitet.

Resultaten i avsnitt 5.3 visar att det Pnns gott om msjligheter att belasta hSstarna hr-
dare inom ramen f&r modellen. Att detta Sr m3jligt samtidigt som hSstunderlaget begrSnsar
antalet elevplatser i andra test verkar vid en férsta blick mSrkligt. F3rklaringen till detta Sr
hur tidsblock, elevunderlag och ISrare tillEts kombineras. Det hade allts@E varit m3jligt f3r
ridskolan att utSka antalet elevplatser om elevunderlaget kunde vSljas fritt, men s@& Sr inte
fallet.

Ridskolan har i dagsISget ks till nybSrjarplatserna och i avsnitt 5.4 antyds att Rer elever
kunde fCE plats pCE ridskolan, detta resultat bygger dock pE att alla hSstar Sr tillgSngliga. Flera
eller stdrre brott mot de uppsatta kriterierna Sn i dagslSget skulle bli nsdvSndiga eftersom
hSstunderlaget varierar p&E grund av skada och sjukdom. Att i dag ta in Rer nyb3rjare kan
ocks(E stSlla till problem i framtiden. Nybs3rjare blir efter en viss tid mer erfarna och skall dE
nSrvara vid lektioner av mer avancerad typ. FrEgan om att ta in Rer nybsrjare blir alltsE i
f8rISngningen en fr&Ega om att utvidga schemat med elever av alla typer.

Maximering av antalet elever p(E ridskolan Sr en enkel mElfunktion, men den innebSr att
mEnga andra kvaliteter hos schemat fSrsummas. En intressant egenskap som har utvSrderats
Sr hur belastningen mellan hSstarna f3rdelas (se avsnitt 5.6). Minimering av variansen av
antal lektioner per hSst och vecka inkluderades som sekundSrt mCl i optimeringen i detta
f8rssk. Resultatet blev en markant f8rbSttring av belastningsfsrdelningen f5r hSstarna.

Den modell som anvSnts Sr sE allmSnt formulerad att den b3r vara tillSmpbar pE andra,
liknande ridskolor. Vissa av de friheter som ges i modellen har inte utforskats i projektet,
exempelvis mjligheten att begrSnsa vilka tider som ISrare och elever Sr tillgSngliga. Om
det Pnns 3nskem(l som inte tScks av modellen, kan ytterligare begrSnsningar eller sekundSra
optimeringsm|l inféras. Till exempel Sr modellen inte konstruerad pE ett sEdant sStt att
elever kan ange prioritet pE lektionstider eller vilka hSstar de vill ha. LSrarna kan inte heller
vSlja vilka tider eller lektionstyper de vill ha. En stor mSngd sEdana Snskem(El Sr m3jliga
att infSra, antingen som strikta krav eller sekundSra optimeringsm(l, men de Resta har inte
kunnat implementeras inom ramen f3r detta projekt.

En matematisk modell anses enligt ovanstEende 3$vervSganden vara ett starkt verktyg
vid utarbetning av en grundi$sning till ett problem av denna natur. MSnsklig Pnslipning
och justering Sr dock n3dvSndig i praktiska fall nSr mjuka krav formulerats som strikta i en
fSrprogrammerad modell. En kombination av en matematisk modell och mSnsklig utvSrdering
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och eventuell justering, anses dSrfSr vara en bSttre arbetsg@Eng jSmfsrt med ett rent manuellt
arbete eller en rent automatiserad ISsning.

6.2 Metod och modell

En stor f8rdel med linjSra formuleringar av optimeringsproblem Sr att global optimalitet kan
pCvisas. | v(Ert fall garanterar branch-and-bound-algoritmen att globalt optimum hittas. Dock
blir denna egenskap mindre intressant i sCEdana fall dSr berSkningstiden har n(Ett en oaccep-
tabel nivGE och den bSsta funna ISsningen inte Sr optimal eller kan visas vara nSra optimal.
DSrf8r bnns en Svre grSns f&r hur omfattande ett optimeringsproblem kan vara innan det blir
ointressant att fsrsska formulera det linjSrt. Ett vanligt problem [13] Sr att CPLEX fCEr slut

pE arbetsminne dE heltalsproblem I3ses eftersom viss information om varje I3sningstrSdet
mEste sparas. De kombinatoriska msjligheterna i vissa delar av trSdet Sr mycket stora, vilket
gdr det sv(Ert att begrSnsa minnesanvSndningen.

Exakt hur fort I3sningstiden Skar med storleken pE problemet (antalet elever, hSstar,
tidsblock etc) g(Er inte att sSga. Det har visats att den ursprungliga simplexalgoritmen B f&r
kontinuerliga problem D har exponentiell tidskomplexitet i vSrsta fall, men i praktiken har
ISsningstiden allmSnt visat sig vSxa polynomiellt med problemets storlek [14]. Notera att
simplexalgoritmen anvSnds i varje nod i IsningstrSdet. Det kan (Etminstone konstateras att
den totala I3sningstiden Skar betydligt fortare Sn linjSrt, det vill sSga att en fSrdubbling av
antalet variabler b3r resultera i betydligt mer Sn en fSrdubbling av I3sningstiden. Antalet
variabler Skar i sin tur mer Sn linjSrt med ridskolans storlek: exempelvis best@Er(j, k) av
NM st binSra variabler dSr N Sr antalet Snskem| (elever) oc/ Sr antalet tidsblock.

L3sningstiden varierar beroende pE vilken mElfunktion som anvSnds. De tvE testkSrningar
som gjorts med ridskolans bebntliga schema (se avsnitt 5.1 och 5.6) Sr identiska fSrutom att
mElfunktionen i det senare fallet Sven innehEller variansen av antal lektioner f&r hSstarna.
Med den enklare mElfunktionen visas optimalitet efter mindre Sn 10 minuter, men i det andra
fallet hade optimalitet inte visats dE berSkningarna avbrsts efter 180 minuter. Notera dock
att resultatet vid denna tidpunkt var bra: lika mEnga elever hade bokats medan variansen
av hSstarnas belastning sSnktes betydligt.

Om det primSra mElet Sr att hitta vSlfungerande schemal$sningar kan det vara praktiskt
att anvSnda nEgon heuristisk I3sningsmetod. Det enkla heuristikfsrslag som har utvSrderats
i detta projekt gav generellt resultat jSmfSrbara med CPLEX. | avsnitt 5.1 och 5.4 bnns
exempel pE att CPLEX presterar bSttre Sn den heuristiska algoritmen, och i avsnitt 5.5
Pnns exempel pE det motsatta. JSmfSrelse av de tv(E metoderna Sr dock vansklig eftersom
CPLEX implementerats i kompilerad kod och har k8rts pE en kraftfull dator, medan den
heuristiska algoritmen implementerats i MATLAB och k8rts pE en mindre kraftfull dator. Vi
drar SndE slutsatsen att VEr heuristiska metod har jSmfSrbar prestanda och dessutom kan
implementeras i n@Egot programsprEk som fEr anvSndas gratis till skillnad frEn CPLEX.

En tSnkbar f&rbSttring Sr att dela upp problemet i Bera mindre delproblem. De olika
delarna i modellen Sr kopplade till varandra, men kan separeras i delar som inte Sr s starkt
beroende av varandra, exempelvis 1) gruppering av elever och tilldelning av tidsblock, 2)
tilldelning av hSstar till elevgrupper och 3) tilldelning av ISrare till elevgrupper. Det bnns
olika metoder, exempelvis Dantzig-Wolfe-dekomponering [15], som kan anvSndas f3r att I3sa
stora optimeringsproblem som delas upp i Bera kopplade delar. Ett exempel ur verkligheten
ges av Andersson och VSrbrand [16] som har tillSmpat Dantzig-Wolfe-dekomponering fSr
att snabbt I3sa optimeringsproblem dSr det krSvs schemaSndring av Rygtrabk. NEgon sEdan
metod bedSms vara ett gEngbart alternativ fSr att ISsa den mest generella varianten av
problemet.
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7 Slutsats

Vi bed3mer att det bebntliga schemat Sr fsrhEllandevis vSlgjort, det vill sSga att inga sto-
ra f&rbSttringar Sr msjliga utan att nEgon resurs belastas h@Erdare Sn kriterierna medger.
Med diskussionen i avsnitt 6.1 som underlag konstateras att det bnns msijliga umdgnlngar
av schemat, men dessa leder till $kad belastning av framf3rallt hSstar. Huruvida detta Sr
godtagbart Sr en beddmningsfrEga som inte kan besvaras av en linjSr heltalsmodell. L$sning-
arna mEste alltsE analyseras innan de anvSnds, pE samma sStt som ridskolans personal idag
bed3mer olika beslut i schemalSggningen.

Den linjSra heltalsmodell som presenteras i denna rapport har Rera firdelar, vilka dis-
kuteras i avsnitt 6.2. Bland annat garanterar branch-and-bound-algoritmen att den slutliga
I8sningen Sr globalt optimal. Denna egenskap kan anvSndas f&r att analysera problemet och
identibera begrSnsande faktorer. Kunskap av denna typ kan utnyttjas f&r att med minsta
resursutvidgning 3ka till exempel ridskolans inkomst eller minska hSstarnas belastning.

VEr bed3mning Sr att ridskolan kan dra nytta av datorbaserad optimering vid sche-
malSggning, antingen linjSr heltalsprogrammering eller en vidareutvecklad heuristisk algo-
ritm. LSsningarna kan fungera som f3rslag d@E ett nytt schema skall tas fram. UtifrEn ett
sEdant f&rslag kan personalen sedan gdra justeringar efter vervSgning av vad som faktiskt Sr
gEngbart i verkligheten. DSrmed kan fSrdelarna med en dators berSkningskraft kombineras
med en mSnniskas intuitiva fSrmEga.
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