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Sammanfattning

Syftet med detta arbete är att analysera möjligheterna att använda sig av matematisk
modellering och optimering för att förbättra schemaläggningen vid en ridskola. Projek-
tet har genomförts i samarbete med Billdals ridklubb, där schemat idag läggs manuellt,
vilket är tidskrävande. I rapporten presenteras en linjär heltalsmodell vilken använts för
att optimera ridskolans schema med hjälp av optimeringslösaren CPLEX. En heuris-
tisk algoritm har utvecklats för att möjliggöra jämförelse av lösningar och lösningstider
mellan lösningar från den linjära heltalsmetoden och den heuristiska metoden. De två
metoderna har visat sig ha olika fördelar. Resultaten i rapporten visar att ridskolans
schema undantagsvis bryter mot de kriterier som formulerats i modellen, men liknar lös-
ningarna från den linjära heltalsoptimeringen. Vi bedömer att matematisk optimering
med datorverktyg kan vara till stor hjälp vid schemaläggning på ridskolor.

Abstract

The purpose of this work is to analyze the possibilities of using mathematical modeling
and optimization to improve the schedule for a horseback riding school. The work has
been done in collaboration with a riding school in Billdal, Sweden, where scheduling
is presently done manually, which requires time and effort. A linear integer optimiza-
tion model has been developed and solved with the optimization software CPLEX. In
addition, a heuristic algorithm has been developed for comparison of solutions and com-
putation times between the linear integer method and the heuristic method. The two
methods have shown different strengths. Results show that the existing schedule at the
riding school ignores some of the restrictions present in the model. We conclude that
mathematical optimization can be a very valuable tool in scheduling at horseback riding
schools.
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Förord: Bidragsrapport
Under projektets gŒng har en grupploggbok samt en individuell tidslogg fšrts, dessa ligger till
grund fšr beskrivningen av vad varje projektmedlem bidragit med. I denna sektion presenteras
hur arbetsfšrdelning inom gruppen har fungerat. Nedan presenteras ocksŒ fšrfattarreferenser
fšr rapportinnehŒllet.

Grupparbete

Medlemmarna i projektgruppen har inte tilldelats nŒgra speciÞka ansvarsomrŒden eftersom
en totalšverblick av projektet har bedšmts vara viktig fšr att e!ektivt bidra till arbetet.
Gruppen haft veckovisa mšten med fŒ undantag. PŒ dessa mšten har den aktuella statusen av
projektet diskuterats samt att planer och tilldelning av arbetsuppgifter gjorts infšr kommande
vecka. Gruppen har syftat till att fšrsška hŒlla sŒ kreativa mšten som mšjligt dŠr detaljer
angŒende projektet och rapporten diskuterats. €ven om det mesta faktiska arbetet utfšrts
utanfšr gruppmštena har de ßesta idŽer och fšrslag uppkommit pŒ just dessa. Gruppen
har Šven anvŠnt sig av kontakt via e-post mellan mštena dŠr idŽer och frŒgor behandlats
kontinuerligt.

Huvudsakligen har den linjŠra heltalsmodellen konstruerats av Rasmus. Den heuristiska
algoritmen har huvudsakligen utvecklats av Patrik. Generering av indata till modellen samt
testkšrningar och analyser har huvudsakligen utfšrts av Oskar och Joakim. Det bšr dock
poŠngteras att samtliga inblandade har tagit ansvar och bidragit med arbete och diskussion
inom samtliga arbetsomrŒden.

Rapport

HŠr presenteras de huvudsakliga fšrfattarna av de olika rapportavsnitten. Fšrfattare inom
parentes indikerar ett i fšrhŒllande betydligt mindre bidrag. Samtliga fšrfattare har dock
bidragit med fšrslag till alla avsnitt.

Inledning: Joakim / Oskar

Teori: Patrik

Problembeskrivning: Rasmus / (Oskar)

Metod: Rasmus / (Patrik)

Resultat: Patrik / Oskar / Joakim

Diskussion: Samtliga fšrfattare

Slutsats: Samtliga fšrfattare
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Förkortingslista
AMPL - A Mathematical Programming Language
BB - Branch and Bound
IP - Heltalsprogrammering (integer programming)
LP - LinjŠrprogrammering
MIP - Blandad heltalsprogrammering (mixed integer programming)
MPS - Mathematical programming system
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1 Inledning
SchemalŠggningsproblem ŒterÞnns inom mŒnga omrŒden i samhŠllet, allt frŒn stora och kom-
plicerade problem till mindre, enklare planering. Under ßera decennier har schemalŠggning
betraktats som ett matematiskt optimeringsproblem, och en stor mŠngd material har publi-
cerats inom omrŒdet. De fšrsta datorbaserade optimeringsberŠkningarna kom till i slutet av
andra vŠrldskriget nŠr Storbritannien samlade forskare fšr att e!ektivisera strategi och taktik
[1]. Efter kriget tog utvecklingen mera fart och sedan dess har matematisk optimering blivit
en central del av sŒ kallad operationsanalys, det vill sŠga formell analys fšr strategiskt besluts-
fattande. George Dantzig, som arbetade fšr amerikanska ßygvapnet under andra vŠrldskriget
och senare formulerade simplexmetoden (se teoriavsnittet 2.3), har vid tvŒ tillfŠllen [2, 3]
beskrivit denna bakgrund i stšrre detalj.

Optimering kan beskrivas som att pŒ ett sŒ e!ektivt sŠtt som mšjligt anvŠnda begrŠn-
sade resurser fšr att mšta vissa behov. Det handlar om att maximera eller minimera nŒgon
mŒlfunktion. Exempelvis kan mŒlet vara att maximera en vinst, maximera antalet produkter
som kan fraktas och sŒ vidare. Exempel pŒ minimeringsproblem Šr minimering av kostnader,
minimering av antalet anstŠllda eller minimering av kšrda kilometer. Williams [4] tar upp
klassiska och tydliga exempel pŒ nŠr optimering anvŠnds. Han behandlar problem som upp-
stŒr vid fabriksplanering, personalplanering, ruttplanering, tillverkningsplanering och dylikt.

Stšrre scheman dŠr mŒnga villkor skall uppfyllas blir ofta berŠkningsmŠssigt komplice-
rade. Lšsningstiden fšr omfattande schemalŠggning vŠxer snabbt med problemets storlek,
vilket gšr avvŠgningen mellan generalitet och funktionalitet svŒr [4]. En generellt formulerad
modell Šr i regel mer svŒrlšst, men har stšrre ßexibilitet. Ett sŠtt att minska lšsningstiden Šr
att fšrst dela upp ett stšrre problem i mindre delproblem, som sedan lšses separat i sekvens.
Enligt Borndšrfer, Lšbel och Weider [5] krŠver omfattande problem stor datorkapacitet.

I litteraturen ŒterÞnns mŒnga exempel pŒ olika sŠtt att formulera och lšsa schemalŠgg-
ningsproblem. Burke och Petrovic [6] noterar att sŒdana problem ofta har lšsts framgŒngsrikt,
men att inga generella slutsatser Þnns gŠllande vilken metod som lŠmpar sig bŠst i olika si-
tuationer. Fšr en šverblick šver olika typer av schemaproblem och lšsningsmetoder hŠnvisas
till Schaerf [7] som gŒr igenom bŒde deterministiska och stokastiska algoritmer, inklusive
heuristiska sŒdana (baserade pŒ mŠnsklig analys av problemet).

1.1 Bakgrund: schemaläggning på ridskolan i Billdal

Billdals Ridklubb driver en ridskola med drygt 600 elever, alltifrŒn totala nybšrjare till erfarna
ryttare som tar hopp- eller dressyrlektioner. Omkring 40 hŠstar och 10 lŠrare ska tillsammans
tŠcka de skilda behov som dessa elevgrupper har. Under sommarhalvŒret kan mycket av
undervisningen ske utomhus, men i praktiken mŒste ridskolans schema konstrueras sŒ att
alla lektioner fŒr plats inne i ridhuset nŠr vŠdret inte inbjuder till utomhusaktivitet.

SchemalŠggningsproblemet vid ridklubben kan sŠgas bestŒ av ßera delar: att bestŠmma
vilka lektioner som ska hŒllas vid olika tider, vilka lektionstider eleverna ska tilldelas, vilka
hŠstar som ska anvŠndas vid dessa lektioner och vilka lŠrare som ska leda lektionerna. Dessa
val ska gšras under vissa begrŠnsningar, till exempel nŠr elever och lŠrare Šr tillgŠngliga, hur
mŒnga lektioner hŠstarna orkar per dag och sŒ vidare. Schemats olika delar Šr kopplade till
varandra eftersom vissa val omšjliggšr andra. Uppenbara exempel pŒ detta Šr att mŠnniskor
och djur bara kan vara pŒ en plats samtidigt och att tvŒ lektioner inte kan hŒllas i samma
lokal pŒ samma tid. Mera komplicerade samband uppstŒr exempelvis fšr att olika hŠstar
lŠmpar sig fšr olika typer av lektioner. Om mŒnga lektioner av samma typ planeras i fšljd
kan detta resultera i hŒrda arbetspass fšr vissa hŠstar.

I dagslŠget gšrs all schemalŠggning pŒ ridskolan manuellt. Elever delas in efter kunskaps-
nivŒ i grupper, typiskt med 10Ð12 elever i varje grupp. Schemat pusslas sedan ihop sŒ att
tiderna passar fšr bŒde elever och lŠrare. Fšr hŠstarnas del gŒr det att gšra ett basschema,
men detta mŒste modiÞeras frŒn vecka till vecka eftersom hŠstar kan vara ur drift eller ha
nedsatt kapacitet pŒ grund av skada eller sjukdom.
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1.2 Syfte och avgränsningar

Syftet med detta projekt Šr att kartlŠgga, modellera och optimera schemalŠggningen pŒ
Billdals ridklubb. Modellen ska vara sŒ generell att den kan tillŠmpas pŒ liknande sche-
malŠggningsproblem vid andra ridklubbar. Resultat av optimeringen ska ligga till grund fšr
en bedšmning av de praktiska mšjligheterna att ta hjŠlp av datorbaserade optimeringsmeto-
der vid ridklubbar. Vissa slutsatser gŠllande schemalŠggningen i dagslŠget bšr ocksŒ kunna
dras utifrŒn de optimeringsexperiment som kan gšras med modellen.

Avsikten Šr inte att tillverka en fŠrdig schemalšsning fšr detta speciÞka problem, inte
heller att den fullstŠndiga modellen skall vara sŒ generell att den Šr direkt applicerbar pŒ
andra schemalŠggningsproblem. Kriterierna fšr schemat skall formuleras linjŠrt och mŒlfunk-
tionerna skall vara linjŠra eller kvadratiska.

1.3 Metod

Fšr att fšrstŒ problemet pŒ ridskolan och samla in nšdvŠndiga data utfšrdes studiebesšk med
intervjuer, och kontakt hšlls sedan med personal vid ridskolan via e-post. En detaljerad lista
šver de kriterier som Þnns fšr schemat bekrŠftades av personalen och lŒg sedan till grund fšr
modellen som anvŠnts.

Litteraturstudier om matematisk modellering av schemalŠggningsproblem gjordes paral-
lellt fšr att fŒ en bredare uppfattning om Šmnet. Vidare utfšrdes litteraturstudier fšr att
inhŠmta nšdvŠndig teoretisk kunskap inom matematisk modellerings- och optimeringslŠra
(avsnitt 2).

En linjŠr modell har byggts fšr att motsvara de kriterier som speciÞceras i problem-
beskrivningen (se avsnitt 3). Programvarorna AMPL och CPLEX har anvŠnts fšr att lšsa
optimeringsproblemet. En nŠrmare beskrivning av dessa programvaror och bakomliggande
optimeringsteori ŒterÞnns i teoriavsnittet (se avsnitt 2). Dessutom har en heuristisk lšsnings-
metod tagits fram fšr jŠmfšrelse med lšsningar frŒn AMPL och CPLEX.

1.4 Sammanfattning av rapportens innehåll

Efter denna inledning fšljer ett teoriavsnitt som introducerar viktiga begrepp inom optime-
ring, sŠrskilt linjŠr programmering och heltalsprogrammering. Stora delar av rapporten gŒr
att fšrstŒ utan att vara bekant med den teori som presenteras nedan och i de fall dŠr den
teoretiska bakgrunden Šr viktig hŠnvisas till lŠmpliga teoriavsnitt.

I avsnitt 3 redogšr vi mer utfšrligt fšr schemalŠggningsproblemet som introduceras ovan,
och hur ett optimeringsproblem kan deÞnieras med hjŠlp av ett kvalitetsmŒtt fšr schemat.
Avsnitt 4 Šgnas Œt en beskrivning av hur schemalŠggningsproblemet formulerats som en upp-
sŠttning linjŠra ekvationer och olikheter och heltalskrav pŒ variabler, samt hur det linjŠra
problemet sedan lšsts med datorverktyg. En heuristisk lšsningsmetod fšr problemet presen-
teras ocksŒ i avsnitt 4.

Resultaten av ett antal testkšrningar presenteras i avsnitt 5. UtgŒende bland annat frŒn
dessa resultat fšljer en allmŠn diskussion om mšjliga lšsningsmetoder fšr detta och andra
schemalŠggningsproblem i avsnitt 6.
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2 Teori
I detta teoriavsnitt beskrivs vanligen fšrekommande termer inom optimeringslŠra. Avsnittet
bšrjar med en kort introduktion till matematisk modellering och nyttan av denna. Sedan fšljer
en beskrivning av varfšr konvexa och linjŠra problem Šr sŠrskilt intressanta. En framstŒende
metod fšr att lšsa problem av denna typ presenteras efter detta. Ett avsnitt Šgnas dŠrefter Œt
heltalsprogrammering och lšsningsmetoder fšr sŒdana modeller. Till sist beskrivs heuristiska
metoder och anvŠnda datorverktyg fšr matematisk programmering.

2.1 Modellering och matematisk programmering

Inom vetenskap fšrekommer modeller av alla mšjliga slag. En modell i matematisk bemŠr-
kelse Šr en fšrenklad beskrivning av ett system eller en fšreteelse. Ett forskningsomrŒde dŠr
matematisk modellering Šr en av grundstenarna Šr sŒ kallad operationsanalys. Inom detta
omrŒde anvŠnds matematiska modeller till stšd vid strategiskt beslutsfattande. Dessa mo-
deller antar en relativt abstrakt form fšr att beskriva verkligheten pŒ ett ŠndamŒlsenligt vis.
Tanken med operationsanalys Šr att en modell bestŒende av matematiska relationer som till
exempel ekvationer, olikheter och logiska samband skall ha motsvarigheter i verkligheten,
som till exempel fysiska begrŠnsningar och konsekvenser av beslut [4].

Enligt Williams [4] fyller en matematisk modell oftast nŒgot eller nŒgra av fšljande syften:

(i) det faktiska byggandet av modellen avslšjar samband vilka annars inte hade varit up-
penbara;

(ii) mšjligheten att analysera ett problem matematiskt kan ge fšrslag till beslut och hand-
ling som annars inte upptŠckts;

(iii) att frikoppla nŒgot frŒn verkligheten ger mšjligheten att kunna experimentera med det
utan allvarliga konsekvenser, eller allt fšr hšga kostnader.

Inom operationsanalys anvŠnds modeller fšr att optimera exempelvis utnyttjandet av en
resurs. KvalitetsmŒttet pŒ nyttjandet, det vill sŠga det som skall maximeras eller minimeras,
kallas modellens mŒlfunktion. De fšrutsŠttningar under vilka mŒlfunktionen Šr giltig kallas
bivillkor. Bivillkoren Šr en uppsŠttning begrŠnsningar som tillsammans beskriver ett omrŒ-
de inom vilket lšsningen till problemet tillŒts ligga. Detta omrŒde kallas problemetstillåtna
område. Fšr att formulera och lšsa en modell anvŠnds matematisk programmering. Williams
betonar att nŠr det talas om matematisk programmering menas nŒgot annat Šn program-
mering i en datormiljš. Matematisk programmering har snarare betydelsen ÓprogrammeringÓ
i bemŠrkelsen ÓplaneringÓ, och har alltsŒ inte nšdvŠndigtvis nŒgot med datorer att gšra [4].
Metoder fšr lšsning av matematiska programmeringsproblem Šr dock anpassade fšr att lšsas
med datorer. I nŠsta avsnitt ges en matematisk fšrklaring till varfšr programmeringsproblem
med konvexa tillŒtna omrŒden Šr sŠrskilt intressanta.

2.2 Konvexa problem

En konvex mängd Šr en mŠngd i vilken ett rŠt linje mellan tvŒ godtyckligt valda punkter i
mŠngden helt och hŒllet ligger inuti mŠngden. En funktion Šrkonvex om omrŒdet ovanfšr
funktionens graf Šr en konvex mŠngd. Med andra ord Šr en funktion konvex om det gŠller, fšr
vilka tvŒ punkterx1 och x2 som helst i funktionens deÞnitionsmŠngd samt fšr allat ! (0, 1),
att

f(tx1 + (1 " t)x2) # tf(x1) + (1 " t)f(x2).

Funktionen Šr istŠllet konkav om den omvŠnda olikheten gŠller.
Ett matematiskt programmeringsproblem kallas konvext om det avser att minimera en

konvex funktion šver en konvex mŠngd [4]. Problemet Šr ocksŒ konvext om det avser att
maximera av en konkav funktion šver en konvex mŠngd. En fundamental egenskap hos kon-
vexa problem Šr att om en optimal lšsning existerar sŒ Šr denna en globalt optimal lšsning.
Fšr ett konvext problem innebŠr denna egenskap att om det visas att en lšsning Šr ett lokalt
optimum, sŒ Šr lšsningen ocksŒ ett globalt optimum.
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Ett intressant omrŒde inom optimering bestŒr av de modeller vars mŒlfunktion och bi-
villkor kan beskrivas av linjŠra ekvationer och olikheter [4]. UtifrŒn deÞnitioner inses att
problem som beskrivs av linjŠra begrŠnsningar och en linjŠr mŒlfunktion Šr konvexa. Pro-
blem av denna typ modelleras med sŒ kallad linjŠrprogrammering (LP,linear programming).
LinjŠra problem har tillŠgnats sŠrskilt mycket intresse historiskt jŠmfšrt med icke-linjŠra
problem eftersom linjŠra problem i regel Šr lŠttare att lšsa [4].

Det Þnns mŒnga modelleringsproblem fšr vilka bivillkoren kan uttryckas linjŠrt men den
resurs som skall optimeras bŠttre beskrivs med ett icke-linjŠrt uttryck. Det Þnns till exem-
pel mŒnga fall dŒ en kvadratisk mŒlfunktion Šr bŠttre lŠmpad Šn en linjŠr approximation
[4]. Problem med kvadratisk mŒlfunktion och linjŠra bivillkor kallas kvadratiska program-
meringsproblem (QP, quadratic programming). MŒnga av de metoder som anvŠnds fšr att
lšsa linjŠra problem kan anpassas till att lšsa konvexa problem med en konvex kvadratisk
mŒlfunktion [4].

2.3 Linjärprogrammering och simplexmetoden

Av alla tŠnkbara optimeringsproblem Šr mŒnga svŒra eller omšjliga att beskriva med linjŠra
modeller. Om det Šr mšjligt att beskriva ett verkligt problem linjŠrt utan att gšra allt fšr
grova approximationer Þnns dock potentiellt mycket att vinna enligt Williams [4]. Fšrdelen Šr
att problemets struktur dŒ kan utnyttjas fšr att lšsa det pŒ ett e!ektivt sŠtt. Den vanligaste
metoden fšr att lšsa linjŠra programmeringsproblem Šr den sŒ kallade simplexmetoden [8].
Fšljande beskrivning av simplexmetoden Šr baserad pŒ Nash [8] och likheter i sŒvŠl tankegŒng
som beteckningar fšrekommer.

Simplexmetoden

Simplexmetoden utvecklades under 1940-talet dŒ linjŠrprogrammering blev populŠrt fšr att
utfšra ekonomiska och militŠra berŠkningar. Andra metoder utvecklades ocksŒ men šver tid
har de ßesta av dessa fŒtt ge vika fšr simplexmetodens šverlŠgsna e!ektivitet [8]. €ven om
problem idag Šr mycket stšrre och berŠkningskraften likasŒ har simplexmetoden utvecklats
och anpassats till dagens behov. Det Šr inte fšrrŠn pŒ senare tid som egentliga alternativ till
simplexmetoden har trŠdit fram [8].

Ett system av linjŠra begrŠnsningar beskriver en konvex polyeder och dŠrfšr gŠller att det
tillŒtna omrŒdet till samtliga linjŠra programmeringsproblem Šr konvexa mŠngder. En viktig
egenskap hos konvexa polyedrar Šr att dess extrempunkter bestŒr av polyederns hšrnpunkter.
Detta innebŠr att den optimala lšsningen till ett linjŠrt programmeringsproblem, om den
existerar, Þnns bland den tillŒtna polyederns hšrnpunkter. Att endast betrakta dessa punkter
Šr simplexmetodens grundtanke. Dessutom gŠller fšr konvexa problem att en lokalt optimal
lšsning ocksŒ Šr en globalt optimal lšsning. Det rŠcker alltsŒ att visa att en lšsning till ett
linjŠrt problem Šr lokalt optimal fšr att den ocksŒ visats vara globalt optimal.

Ett LP-problem skrivs pŒ standardform

minimera z = c
T
x,

dŒ Ax = b, (1)

x $ 0,

dŠr b $ 0, c ! n , b ! m
+ , A ! m×n ochx ! n . HŠr kallas matrisenA fšr bivillkorsmatris.

Det Þnns regler fšr att konvertera ett godtyckligt linjŠrt problem till ett linjŠrt problem pŒ
standardform. Ett rimligt antagande Šr att matrisen A har full radrang. I annat fall Šr
problemet antingen feldeÞnierat eller sŒ beskriver ßera villkor samma begrŠnsning. I det
senare fallet kan problemet reduceras sŒ att antagandet gŠller utan att problemets lšsning
eller mŠngden av tillŒtna lšsningar fšrŠndras [8].

Simplexmetoden Šr en iterativ metod som lšser linjŠra programmeringsproblem pŒ stan-
dardform. DŒ metoden anvŠnds fšr att lšsa icke-degenererade problem gšrs fšrßyttningar
mellan hšrnpunkter till den tillŒtna polyedern. Degenererade problem uppstŒr dŒ ßera vill-
kor i ett problem beskriver samma begrŠnsning.

Om en vektor x uppfyller likheterna i ett LP-problem pŒ standardform kallas dennabas-
lösning om det dessutom gŠller att de kolonner i bivillkorsmatrisen som multipliceras med
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icke-noll-elementen i vektornx Šr linjŠrt oberoende. Punktenx Šr en tillåten baslösning om
det dessutom gŠller attx $ 0, det vill sŠga att punkten uppfyller samtliga villkor fšr proble-
met. Baslšsningar erhŒlls genom att Þxeran " m element i x-vektorn fšr det ursprungliga
problemet vid vŠrdet noll och sedan lšsa den resterande delen av ekvationssystemetAx = b.
De variabler som lšses ut kallas basvariabler och de som satts till noll kallas icke-basvariabler.
De tillŒtna baslšsningarna till ett linjŠrt problem Šr extrempunkterna till den tillŒtna polye-
dern. Vektorn x kallas enoptimal tillåten baslösning om dess mŒlfunktionsvŠrde Šr lŠgre Šn
eller lika med mŒlfunktionsvŠrdet fšr alla tillŒtna baslšsningar till det linjŠra programmet.

Simplexmetoden arbetar genom att utifrŒn en given fšrsta tillŒten baslšsning undersška
huruvida denna lšsning Šr optimal. Om den inte Šr optimal vŠljer metoden en tillŒten riktning
lŠngs vilken mŒlfunktionen minskar och en fšrßyttning gšrs mot en tillŒten baslšsning lŠngs
denna riktning. Denna procedur upprepas sedan. Simplexmetoden gšr fšrßyttningar frŒn en
tillŒten baslšsning till en nŠrliggande tillŒten baslšsning genom att ta bort och lŠgga till en
basvariabel i taget. Geometriskt innebŠr detta att ßytta sig lŠngs kanterna till den tillŒtna
polyedern (se Þgur 1).

Figur 1: Konceptskiss šver simplexmetoden i tvŒ dimensioner. Med metoden ge-
nomsšks den tillŒtna polyederns extrempunkter, det vill sŠga dess hšrnpunkter. De
streckade linjerna deÞnierar problemets tillŒtna omrŒde. Punkterna Šr de tillŒtna
baslšsningarna.

I det generella fallet kan simplexmetoden beskrivas pŒ fšljande vis fšr lšsning av ett linjŠrt
problem pŒ standardform (1).

Egenskaperna hos en baslšsning, tillsammans antagandet att matrisenA har full radrang,
gšr det mšjligt att dela upp komponenterna x i komponenterna xN och xB . Vektorn xB

bestŒr av basvariablerna vars koe"cienter i bivillkorsmatrisenA motsvarar den inverterbara
basmatrisenB. Vektorn xN bestŒr av alla icke-basvariabler, vilka har vŠrdet noll.

Om x Šr tillŒten baslšsning med variabler ordnade sŒ att

x =

!
xB

xN

"
,

dŠrxB Šr en vektor med ingŒende basvariabler ochxN Šr den nuvarande (just nu nollvektorn)
vektorn av icke basvariabler, kan mŒlfunktionen skrivas som:

z = c
T
B xB + c

T
N xN ,

dŠr koe"cienterna fšr basvariablerna Þnns i cB och koe"cienterna fšr icke-basvariablerna
Þnns i cN . Bivillkoren kan dŒ skrivas som

BxB +NxN = b,

vilka kan uttryckas som
xB = B

−1
b " B

−1
NxN . (2)

Substitution av xB i formeln fšr z ger att

z = c
T
B B

−1
b+ (cT

N " c
T
B B

−1
N)xN .
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Om y deÞnieras somy = (cT
B B

−1)T = B
−T

cB kan z uttryckas som

z = y
T
b+ (cT

N " y
T
N)xN .

De aktuella vŠrdena pŒ basvariablerna och mŒlfunktionen fŒs genom att sŠttaxN = 0, det
vill sŠga

xB = b̂ = B
−1

b och ẑ = c
T
B B

−1
b.

Fšr att underlŠtta undersškningen av hur mŒlfunktionen pŒverkas av icke-basvariablerna
betecknasĉj som elementet i vektorn ĉT

N % (cT
N " c

T
B B

−1
N) motsvarande vektorn xj . Koef-

Þcienten ĉj kallas den reducerade kostnaden fšr xj . MŒlfunktionen kan skrivas som

z = ẑ + ĉ
T
N xN .

Om icke-basvariabelnxj tillskrivs ett noll-skiljt-vŠrde � kommer mŒlfunktions vŠrde alltsŒ
att fšrŠndras med ĉj �.

Fšr att undersška huruvida en lšsning Šr optimal studeras vad som hŠnder med mŒl-
funktionen om vŠrdet pŒ var och en av icke basvariablerna tillŒts ška frŒn noll. Omĉj > 0
kommer mŒlfunktionens vŠrde att ška. Om̂cj = 0 kommer ingen fšrŠndring ske och om
ĉj < 0 kommer mŒlfunktionens vŠrde att minska. Det vill sŠga att om̂cj < 0 fšr nŒgotj
kan mŒlfunktionens vŠrde fšrbŠttras omxj škas frŒn noll. Om den nuvarande basen inte Šr
optimal kan en variabel xt , sŒdan att̂ct < 0, vŠljas att ingŒ i basen. Denna variabel kallas
en inkommande variabel.

NŠr en ny inkommande variabel valts mŒste det undersškas hur mycket denna tillŒts ška
utan att begrŠnsningarna pŒ problemet bryts. Detta bestŠmmer huruvida en variabel skall
utgŒ ur basen. Basvariablerna bestŠms enligt (2) och fšrutomxt har alla element i vektorn
xN vŠrdet noll. DŠrfšr Šr

xB = b̂ " Âtxt

dŠr Ât = B
−1

At , At Šr den t:te kolonnen avA och b̂ = B
−1

b. Ett element i vektorn xB kan
skrivas som

(xB )i = b̂i " âi,t xt

dŠr âi,t Šr elementen i Ât . Om âi,t > 0 kommer (xB )i att minska dŒ den inkommande
variabeln xt škar och (xB )i blir lika med noll dŒxt = b̂i /âi,t . Om âi,t < 0 kommer (xB )i ška
och om âi,t = 0 Šr (xB )i ofšrŠndrad.

Variabeln xt kan škas sŒ lŠnge alla švriga variabler fšrblir icke-negativa, det vill sŠga tills
den nŒr vŠrdet

x̄t = min
1≤i≤m

#
b̂i

âi,t
: âi,t > 0

$

.

Det minsta vŠrdet av ovanstŒende uttryck bestŠmmer de nya icke-basvariabeln(xB )i och
dŠrmed ocksŒ den nya tillŒtna baslšsningen, medxt som den nya inkommande basvariabeln.
Tilldelningarna

xB & xB " Ât x̄t och ẑ & ẑ + ĉt x̄t

bestŠmmer vŠrdet av basvariablerna samt det nya vŠrdet av mŒlfunktionen i den aktuella
basen. Variabelnxt tilldelas vŠrdet x̄t och de kvarvarande icke-basvariablerna fšrblir noll. En
av basvariablerna fŒr vŠrdet noll och utgŒr ur basen.

Om âi,t # 0 fšr alla vŠrden pŒi kommer ingen av basvariablerna minska dŒxt škar
frŒn noll. AlltsŒ kanxt gšras godtyckligt stort. Detta betyder att mŒlfunktionens vŠrde
kommer minska utan undre grŠns dŒxt ' ( vilket innebŠr att problemet har en obegrŠnsad
optimallšsning.

Enligt principerna ovan kan en tydlig bild av simplexalgoritmen ges. Genom att star-
ta frŒn en basmatrisB motsvarande en tillŒten baslšsningxB = b̂ = B

−1
b $ 0 itererar

simplexmetoden genom fšljande steg.

1. Optimalitetstest ; BerŠkna vektorn y
T = c

T
B B

−1. BerŠkna koe"cienterna ĉ
T
N = c

T
N "

y
T
N . Om ĉ

T
N $ 0 Šr den nuvarande basen optimal. Annars, vŠlj en variabelxt sŒdan

att ĉt < 0 som en ny inkommande basvariabel.
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2. Stegtagande; BerŠknaÂt = B
−1

At , bivillkorskoe"cienterna motsvarande den nya bas-
variabeln. Hitta ett index s som uppfyller

b̂s

âs,t
= min

1≤i≤m

#
b̂i

âi,t
: âi,t > 0

$

.

Variabel xS skall lŠmna basen och pivot-elementet Šr̂as,t . Om âi,t # 0 fšr alla i Šr
problemet obegrŠnsat.

3. Uppdatering ; Uppdatera basmatrisenB och vektorn med basvariablerxB .

Genom att upprepa ovanstŒende iterationssteg erhŒlls den lokalt optimala lšsningen, allt-
sŒ den globalt optimala lšsningen.
Simplexmetoden Šr en e!ektiv metod fšr att lšsa linjŠra program och anvŠnds av de ßes-
ta moderna optimeringsalgoritmer fšr lšsning av linjŠra problem [8]. Metoden stŠller dock
krav pŒ att det undersškta problemet Šr linjŠrt vilket inte alltid Šr fallet. Vid modellering
av vissa typer av problem krŠvs icke-kontinuerliga variabler. Det Þnns en rad sŠtt att han-
tera dessa variabler. Nedan fšljer en beskrivning av nŒgra metoder som ofta kompletterar
simplexmetoden vid lšsning av denna typ av problem.

2.4 Heltalsprogrammering och branch-and-bound-algoritmen

Heltalsprogrammering (IP, integer programming) behandlar problem bestŒende av heltalsva-
riabler. En modell som innehŒller en blandning av kontinuerliga variabler och heltalsvariabler
behandlas avblandad heltalsprogrammering (MIP, mixed integer programming). Vanligtvis Šr
problem med heltalsvariabler svŒrare att lšsa Šn linjŠra problem av samma storleksordning
[4]. Inom operationsanalys Šr heltalsvariabler ofta [4] begrŠnsade till att anta vŠrdena 0 eller
1. Detta kan till exempel motsvara ett ja-eller-nej-beslut. Metoder fšr att lšsa generella hel-
talsproblem anpassas utan stšrre svŒrigheter till att lšsa rena eller blandade 0Ð1-problem [9].
Det Þnns en uppsjš av sŠtt att lšsa MIP-problem men den metod som anvŠnds mest Šr den sŒ
kallade branch-and-bound -metoden [9], som initieras med att att heltalskraven pŒ problemet
slŠpps och problemet lšses som ett LP-problem. Detta fšrfarande kallas LP-relaxering och
utnyttjar det faktum att LP-problem vanligen Šr lŠttare att lšsa Šn MIP-problem. Om den
optimala lšsningen av LP-relaxeringen av ett MIP-problem Šr en heltalslšsning Šr detta ocksŒ
den optimala lšsningen till heltalsproblemet. I Williams [9] beskrivs hur branch-and-bound-
algoritmen anvŠnds fšr att lšsa ett typiskt IP-problem. Under nŠsta rubrik Þnns en genera-
lisering av denna beskrivning som illustrerar teorin bakom branch-and-bound-algoritmen.

Branch-and-bound-algoritmen

Branch-and-bound-metoden (BB, Òfšrgrena och avgrŠnsaÓ) lšser fšrst LP-relaxeringen av ett
IP-problem fšr att sedan Œterinfšra heltalskraven pŒ variablerna steg fšr steg. Fšr ett IP med
tvŒ variabler

minimera z = c
T
x,

dŒ Ax = b,

x $ 0,

dŠr b $ 0, c ! 2, b ! 2
+ , A ! 2×2, x ! och x = (x1, x2), kan BB-metoden se ut pŒ

fšljande sŠtt.
En nod Šr en instans av problemet, nŠmligen LP-relaxeringen av IP-problemet, komplette-

rat med extra begrŠnsningar som successivt infšrts i šverordnade noder. Dessa begrŠnsningar
beskrivs nedan. I startnoden lšses LP-relaxeringen av IP-problemet. Detta ger lšsningen

x1 = k1, x2 = k2, z = d.

Sedan vŠljs godtyckligt en variabel vars vŠrde inte Šr ett heltal och utan att tappa generalitet
infšrs nya villkor pŒ denna variabel. Omx1 valts infšrs villkoren

x1 # N och x1 $ N + 1, (3)
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i vardera av tvŒ nya noder. Observera att dessa villkor inte utesluter nŒgra tillŒtna vŠrden
eftersom vŠrdena mellanN och N + 1 alla Šr icke heltal. DŠremot utesluts den nuvarande
lšsningen genom att vŠljaN = )k1*. Infšrandet av villkoren (3) kan ses som en fšrgrening i
ett trŠd av delmodeller dŠr olika villkor gŠller i de olika grenarna.

Efter denna fšrgrening vŠljs en av de underordnade noderna och processen upprepas
frŒn denna nod. Det vill sŠga att LP-relaxeringen av orginalproblemet plus de extra villkor
som gŠller i denna nod lšses och en fšrgreningsvariabel vŠljs bland de variabler som har
icke-heltaliga vŠrden. TvŒ grenar skapas dŠr denna lšsning utesluts med hjŠlp av villkor pŒ
formen (3). Detta ger upphov till ett trŠd likt det som illustreras i Þgur 2.

x1��k1� x1��k1�

x2��k2�2�� x2��k2�2��

1

2 3

4 5

x1�k1, x2�k2, z�d

x1�k1
�2�, x2�k2�2�, z�d�2� x1�k1

�3�, x2�k2�3�, z�d�3�

x1�k1
�4�, x2�k2�4�, z�d�4� x1�k1

�5�, x2�k2�5�, z�d�5�

Figur 2: Schematisk bild šver ett branch-and-bound-trŠd. Noderna Šr numrerade
1Ð5. De extra villkor som successivt infšrs vid fšrgrening stŒr skrivna vid pilarna
och Šr villkor pŒ formen (3). Observera attN = )k1* i de infšrda villkoren.

MŠrk vŠl att det Þnns en rad val att gšra i denna process. Valet av fšrgreningsvariabel,
ordningen i vilken LP-relaxeringarna i noderna lšses samt vilken nod som undersšks efter att
en fšrgrening gjorts kan vŠljas slumpmŠssigt. Alternativet Šr att anvŠnda nŒgon regel fšr att
gšra dessa val, i hopp om att nŒ en bra lšsning snabbare.

Allt eftersom noderna utvecklas kan en rad saker intrŠ!a. Till exempel kan infšrandet av
ett nytt villkor gšra att instansen saknar lšsning. Grenen behšver dŒ inte utvecklas vidare.
Noden sŠgs dŒ vara uttšmd. DŒ en heltalslšsning erhŒlls i en nod Þnns det ingen anled-
ning att undersška den grenen vidare. Detta eftersom infšrandet av ytterligare villkor aldrig
kan fšrbŠttra mŒlfunktionens vŠrde. VŠrdet pŒ den bŠsta funna heltalslšsningen vid en viss
tidpunkt fungerar som en grŠns fšr alla andra noder. Om vŠrdet av mŒlfunktionen av LP-
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relaxeringen i nŒgon nod Šr sŠmre Šn detta vŠrde, Šr det inte nšdvŠndigt att utveckla denna
vidare. Den sŠgs dŒ vara uttšmd. Skillnaden mellan en heltalslšsning och motsvarande LP-
relaxerings lšsning kallasheltalsgap och kan anvŠndas som ett mŒtt pŒ hur nŠra optimal en
heltalslšsning Šr.

DŒ alla grenar fšljts till sitt slut, det vill sŠga dŒ de nŒtt en heltalslšsning eller konstaterats
vara ointressanta, har den optimala lšsningen hittats. Det Þnns dock inga garantier fšr att
ett trŠd skall vara uttšmligt. Det vill sŠga att det Þnns fall dŒ ett oŠndligt antal noder kan
genomsškas utan att en giltig lšsning hittas. Detta intrŠ!ar dock endast om det tillŒtna
omrŒdet fšr problemet Šr obegrŠnsat.

Notera att ett infšrt villkor gŠller i alla noder under noden dŠr det infšrts i trŠdet.
Om branch-and-bound-algoritmen anvŠnds pŒ ett IP-problem dŠr vŠrdena pŒ variablerna
begrŠnsas till att anta 0 eller 1 blir trŠdet enklare. Varje gren Þxerar dŒ vŠrdet av en variabel
i alla noder i den gren som deÞnieras av den nod dŠr villkoret infšrts.

Lšsningsrummet till ett linjŠrt problem i tvŒ dimensioner kan illustreras som i Þgur 3.
Detta kan till exempel vara LP-relaxeringen av ett IP-problem. De tillŒtna heltalslšsningarna
Šr de heltalspunkter som ligger inne i polyedern. Det minsta konvexa omrŒde som innesluter
dessa punkter kallas problemetskonvexa hölje av tillŒtna heltalslšsningar. Detta syns som
de prickade linjerna i Þgur 3. I tvŒ dimensioner Šr grŠnserna till omrŒdet rŠta linjer och i
hšgre dimensioner Šr de hyperplan. GrŠnserna till det konvexa hšljet kallasfasetter och de
villkor som ger upphov till dem kallas fasettdeÞnierande begrŠnsningar. Dessa kan ibland
vara svŒra att berŠkna men ibland kan de approximeras av begrŠnsningar som skŠr bort en
optimal lšsning till LP-relaxeringen, men som inte Šr fasetter [9]. Dessa begrŠnsningar kallas
skŠrande plan (cutting planes).

x1

x2

Figur 3: Det konvexa hšljet (prickat) av lšsningsrummet till LP-relaxeringen
av ett IP-problem (heldraget) i tvŒ dimensioner, samt ett skŠrande plan till LP-
relaxeringen (streckat). Punkterna markerar heltalslšsningar.

Att anvŠnda denna typ av bivillkor i kombination med BB-metoden kan fšrvŠntas reducera
antalet noder att genomsška. Ett vanligt fšrekommande problem Šr dock att det ofta Þnns
vŠldigt mŒnga fasetter till ett IP-problem. I praktiken kan dessa begrŠnsningar (eller andra
skŠrande plan) endast anvŠndas iterativt fšr att utesluta nuvarande icke-heltalslšsningar [9].
Detta tillvŠgagŒngssŠtt kan kombineras med BB-metoden genom att applicera bivillkoren pŒ
instanserna av IP-problemet i de olika noderna i trŠdet. Metoden kallas dŒ branch-and-cut.

2.5 Heuristiska lösningsmetoder

I verkligheten Šmnar optimering ofta undersška hur en rad beslut kan kombineras fšr att
det totala resultatet skall bli sŒ bra som mšjligt. Detta leder i mŒnga fall, som diskuteras
i avsnitt 2.4, till problem med variabler begrŠnsade till vŠrdena 1 eller 0, vilka svarar pŒ
en ja-nej frŒga gŠllande ett visst beslut. Ett problem medn stycken oberoende variabler av
denna typ har totalt 2n mšjliga utfall. DŒ ett verkligt problem skall undersškas kan antalet
beslut vara precis sŒ mŒnga. Detta gšr att det ibland Šr omšjligt att undersška alla tŠnkbara
lšsningar eftersom antalet kandidater helt enkelt Šr fšr stort. Branch-and-bound-metoden,
som diskuteras i avsnitt 2.4, Šr ett sŠtt att undvika att sška igenom alla tŠnkbara lšsningar.

9



En viktig egenskap hos BB-metoden Šr att den kan garantera optimalitet av en funnen
lšsning.

Om det anses ta orimligt lŒng tid att Þnna en optimal lšsning till ett problem, kan
det ibland vara aktuellt att leta efter en suboptimal, men ŠndŒ godtagbar lšsning. Optime-
ringsproblem dŠr en suboptimal lšsning Šr tillrŠcklig kallas semioptimering [10]. Pearl [10]
poŠngterar att det i mŒnga verkliga fall Šr nšdvŠndigt att anvŠnda sig av semioptimering.
Vidare menar han att en noggrann avvŠgning mŒste gšras mellan krav pŒ hur nŠra optimal
lšsningen skall vara och hur lŒng lšsningstid som Šr godtagbar. Fšrdelen med semioptime-
ring Šr att fokus skiftas frŒn att veriÞera optimalitet av en funnen lšsning till att plocka fram
godtagbara lšsningar sŒ e!ektivt som mšjligt. Heuristik Šr kriterier och metoder som vŠljer
det alternativ, som bedšms vara det e!ektivaste sŠttet att nŒ ett visst mŒl [10].Heuristiska
metoder Šr metoder som fšrlitar sig pŒ heuristiska avvŠganden fšr att Þnna en godtagbar
lšsning.

Heuristiska metoder kan se ut pŒ mŒnga sŠtt; den gemensamma nŠmnaren Šr att de bygger
pŒ kunskap om problemets struktur. Branch-and-bound-metoden kan till exempel utnyttja
heuristiska regler fšr att Þnna en bra lšsning snabbare. En heuristisk metod fšr att hitta
den kortaste vŠgen mellan en rad destinationer kan till exempel vara att hela tiden fšrßytta
sig till den obesškta destination som ligger nŠrmast den nuvarande platsen [10]. I detta fall
fattas det heuristiska beslutet baserat pŒ kunskap om vilken destination som ligger nŠrmast,
samt antagandet om att en kort strŠcka i ett nŠrsynt perspektiv fšrhoppningsvis leder till
kortare strŠcka totalt. Detta ger sannolikt inte en optimal lšsning till problemet, men Šr oftast
bŠttre Šn att irra runt planlšst [10]. Det Þnns inga generella heuristiska metoder fšr att lšsa
optimeringsproblem. Metoder mŒste istŠllet ofta specialkonstrueras fšr speciÞka problem.

2.6 Modelleringsverktyg för lösning av linjära problem

LinjŠra modeller av verkliga problem kan innehŒlla stora mŠngder variabler och villkor. Dessa
behšver struktureras fšr att tillŒta šversŠttning mellan den mŠnniska som formulerat dem
och den dator som skall lšsa dem. I denna sektion beskrivs hur de programvaror som anvŠnts
i projektet interagerar. Dessutom ges en kort beskrivning av de olika programvarorna.

Det mest anvŠnda formatet fšr att beskriva LP-problem sŒ att optimeringsverktyg kan
tolka dem Šr det sŒ kallade MPS-formatet (mathematical programming system) [4]. Att
formulera ett stort problem i detta format Šr ofta inte šverskŒdligt och dŠrfšr anvŠnds mo-
delleringsprogram fšr att skšta šversŠttningen mellan matematisk modell och MPS-format. I
detta projekt anvŠnds AMPL fšr att formulera stora linjŠra heltalsproblem och optimerings-
lšsaren CPLEX anvŠnds fšr att lšsa dem. I Þgur 4 beskrivs kopplingen mellan matematisk
modellering och lšsning av ett IP-problem.

MPS

Data

AMPLMatematisk
modell CPLEX Lösning

Figur 4: Strukturen mellan de olika programvarorna som anvŠnds i detta projekt.

2.6.1 AMPL

ModelleringssprŒket AMPL (A Mathematical Programming Language) designades och imple-
menterades fšrsta gŒngen 1985 [11]. AMPL anvŠnds fšr att formulera matematiska modeller
i en dator pŒ ett sŠtt som Šr intuitivt fšr anvŠndaren. Enligt utvecklarna [11] Šr en av de
stšrsta fšrdelarna med AMPL att uttrycken som sprŒket hanterar i hšg grad liknar de vanliga
algebraiska motsvarigheterna. AMPL innehŒller inte nŒgra matematiska optimeringsmetoder.
Verktyget bestŒr av ett grŠnssnitt som fšrmedlar kontakten mellan den matematiska modell
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som anvŠndaren formulerar, de data som deÞnieras av en probleminstans och den lšsningsme-
tod som anvŠnds. Den intuitiva arbetsgŒngen med AMPL beskrivs enligt fšljande procedur:
[11]

(i) formulering av den matematiska modellen i generell form;

(ii) inhŠmtning av data som representerar en viss instans av problemet;

(iii) generering av mŒlfunktion och bivillkor i MPS-format frŒn modellen och data;

(iv) lšsning av problemet genom anrop av en extern lšsningsprogramvara;

(v) presentation av resultatet och analys av anvŠndaren;

(vi) eventuell fšrÞning av problemet och upprepning av proceduren.

2.6.2 CPLEX

CPLEX Šr ett verktyg fšr att lšsa problem inom matematisk programmering. Version 1.0
slŠpptes av ILOG 1988 och sedan dess har programmet genomgŒtt betydande utveckling [12].
I detta arbete anvŠnds CPLEX fšr att lšsa problem inom linjŠr heltalsoptimering men kan
ocksŒ bland annat ocksŒ lšsa vissa problem inom kvadratisk programmering. CPLEX har
sitt ursprung i programmeringssprŒket C men Šr idag ocksŒ delvis uppbyggt av C++, Java,
.NET och Python [13].

Fšr att lšsa de mest grundlŠggande problemen inom linjŠr programmering, dŠr variab-
lerna i mŒlfunktionen Šr kontinuerliga, anvŠnder sig CPLEX frŠmst av metoder baserade pŒ
simplexalgoritmer [13]. CPLEX Šr ett omfattande verktyg och erbjuder anvŠndaren mšjlig-
heten att anpassa lšsningsmetoden fšr att passa det problem som skall lšsas. Fšr lšsning av
MIP anvŠnds BB-metoden, heuristiker och generering av skŠrande plan och fasetter [13] (se
avsnitt 2.5 och 2.5).
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3 Problembeskrivning
I avsnitt 1.1 introducerade vi schemalŠggningsproblemet pŒ ridskolan. Kort sagt ska schemat
passa bŒde elever och lŠrare utan att hŠstarna blir šverbelastade. I detta avsnitt presenteras
problemet mer i detalj, men fšrst fšljer nŒgra ord om hur schemat lŠggs idag.

3.1 Schemaläggning på ridskolan

All schemalŠggning pŒ ridskolan sker manuellt. De elever som ansšker om plats pŒ ridskolan
har mšjlighet att ange tider dŒ de Šr tillgŠngliga. Eleverna delas in i grupper och veckosche-
mat lŠggs sŒ att tiderna ska passa sŒ mŒnga som mšjligt. Slutligen erbjuds eleverna en
lektionstid som de kan tacka ja eller nej till. Fšr hŠstarnas del gŒr det att gšra ett bassche-
ma, men detta mŒste modiÞeras frŒn vecka till vecka eftersom hŠstar kan vara ur drift eller
nedsatta pŒ grund av skada eller sjukdom.

I dagslŠget Þnns ett basschema fšr ridskolans elevgrupper och deras lektionstider. NŠr vi
hŠnvisar till ridskolans befintliga schema Šr det detta lektionsschema fšr elever som avses,
dock inte nuvarande tilldelning av hŠstar och lŠrare. I det beÞntliga schemat Þnns lektions-
plats fšr 605 elever.

I praktiken Þnns inga strikta regler fšr hur schemat ska lŠggas, utan personalen avgšr
sjŠlva vad som Šr tillŒten belastning fšr hŠstarna, vilka arbetstider som ska gŠlla fšr lŠrarna,
och sŒ vidare. Fšr att behandla problemet med matematiska verktyg Šr det dock nšdvŠndigt
att deÞniera entydigt vad som Šr tillŒtet och inte. Fšr detta ŠndamŒl har en lista med kriterier
som stŠlls pŒ schemat formulerats med hjŠlp frŒn ridskolans personal. Denna lista speglar
dock inte perfekt de švervŠganden som gšrs i verkligheten, eftersom en mŠnniska med rŠtt
erfarenhet kan gšra avvŠgningar och undantag som Šr svŒra eller omstŠndliga att formulera
matematiskt.

3.2 Elever

Eleverna ska bokas in pŒ tider dŠr de angivit att de Šr tillgŠngliga. De bildar grupper sŒ
att alla elever i varje grupp har likvŠrdiga kunskaper. Detta lšses genom att lektionstillfŠllen
tilldelas en viss lektionstyp, exempelvis nybšrjare, nivŒ 1Ð4 eller dressyr, och fšr varje elev
bestŠms alltsŒ vilken lektionstyp som ska bokas. Olika lektionstyper pŒgŒr olika lŠnge Ð exem-
pelvis Šr det sŒ kallade ridlekis 30-minuterslektioner, hopplektionerna 60 minuter och švriga
lektioner Šr 45 minuter. Lektionstyperna har ocksŒ olika antal elever. Typerna presenteras i
tabell 1.

Tabell 1: Lektionstyperna pŒ Billdals ridskola.

Lektionstyp LŠngd [minuter] Antal elever (minÐmax)
Ridlekis 30 11Ð13
Nybšrjare 60 10Ð12
NivŒ 1 45 10Ð12
NivŒ 2 45 10Ð12
NivŒ 3 45 8Ð10
NivŒ 4 45 8Ð10
Hoppning 60 6Ð8
Dressyr 45 5Ð7
Vuxna nybšrjare 30 8Ð10
Vuxna nivŒ 1 45 8Ð10
Vuxna nivŒ 2 45 8Ð10
Vuxna nivŒ 3 45 8Ð10
Vuxna nivŒ 4 45 8Ð10
Hoppning vuxna 60 6Ð8
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3.3 Hästar

Ridskolans 40 hŠstar har olika storlek, trŠningsnivŒ, personlighet, fysisk kondition och even-
tuellt ytterligare faktorer som avgšr vilka elever de lŠmpar sig fšr. Fšr schemalŠggningens
skull kan dock fšrhŒllandet mellan hŠstar och elever representeras pŒ ett enkelt sŠtt genom
att en lista tas fram fšr varje hŠst, som anger vilka lektionstyper som hŠsten kan delta pŒ.
Att en hŠst tillŒts delta vid lektioner av en viss typ innebŠr alltsŒ Šven att hŠsten Šr lŠmplig
fšr en typisk elev pŒ denna lektionstyp.

Vidare Þnns det begrŠnsningar i arbetsbelastning fšr hŠstarna. Dels Þnns ett maximalt
antal lektioner per dag och hŠst, dels Þnns ett tak fšr antal lektioner i direkt följd. Dessa
begrŠnsningar anges individuellt fšr varje hŠst. Beroende pŒ lektionstyp varierar ocksŒ antalet
lektioner som kan tillŒtas Ð exempelvis kan hŠstar typiskt gŒ tre lektioner i rad, men om
nŒgon av lektionerna Šr mer anstrŠngande (exempelvis hoppning eller nivŒ 4) tillŒts bara tvŒ
lektioner i rad.

3.4 Lokaler

PŒ ridskolan Þnns i dagslŠget plats fšr tvŒ parallella lektioner i ridhuset. AlltsŒ kan aldrig
ßer Šn tvŒ lektioner pŒgŒ samtidigt.

3.5 Lärare

PŒ ridskolan Þnns 10 lŠrare som delar pŒ veckans lektioner. Varje lektion har en lŠrare. Dessa
Šr tillgŠngliga pŒ olika tider och fŒr fšrstŒs endast bokas in dŒ de Šr tillgŠngliga. I likhet
med hŠstarna Þnns en grŠns fšr hur mŒnga lektioner i fšljd en lŠrare kan leda. Den totala
arbetstiden bestŠms genom att ange ett maximalt antal lektioner per vecka och lŠrare.

3.6 Ytterligare önskemål

Utšver det ovanstŒende Þnns ßera šnskemŒl gŠllande schemat, som inte Šr helt nšdvŠndiga
att tillgodose. Vi noterar att den enklaste schemalšsningen enligt ovanstŒende kriterier vore
att inte erbjuda nŒgra elever plats alls Ð dŒ skulle ju varken lŠrare eller hŠstar krŠvas! Men
sŒdana triviallšsningar Šr fšrstŒs ointressanta. Slutsatsen blir att vi vill maximera antalet
elever utan att slita ut personal eller hŠstar. Andra sekundŠra mŒl (optimeringsmŒl) kan
vara att fšrdela arbetet jŠmnt mellan hŠstarna, att gšra schemat sŒ kompakt som mšjligt
fšr lŠrarna, eller att skapa ett rŠttvist schema fšr lŠrare eller hŠstar.
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4 Metod
Den metod som primŠrt anvŠnts fšr att lšsa schemalŠggningsproblemet Šr linjŠr heltals-
programmering (se avsnitt 2). Fšr detta ŠndamŒl har en linjŠr modell konstruerats fšr att
motsvara de kriterier som speciÞceras i problembeskrivningen ovan (avsnitt 3).

Optimeringsproblemet har implementerats i AMPL och lšsts med CPLEX (se avsnitt
2.6.1). Dessutom har en heuristisk lšsningsmetod tagits fram fšr jŠmfšrelse av lšsningar och
berŠkningstider med den linjŠra heltalsmodellen.

4.1 Varför linjär heltalsoptimering?

Att optimera ridskolans schema kan vara svŒrt av olika anledningar. Ett grundlŠggande pro-
blem Šr att uppgiften blir svŒršverskŒdlig eftersom drygt 600 elever och 40 hŠstar ska be-
handlas individuellt, och hŠnsyn mŒste tas till mŒnga samverkande faktorer. Det kan vara
svŒrt att bedšma hur stora fšrbŠttringar som Šr mšjliga jŠmfšrt med ett givet schema, det
vill sŠga hur vŠl en viss lšsning mŠter sig med den som Šr optimal i nŒgot avseende.

Med detta som bakgrund kan konstateras att linjŠr optimering har en klar fšrdel jŠm-
fšrt med mŒnga andra metoder. Lšsningsalgoritmen fšr linjŠra heltalsproblem bygger pŒ att
tillfŠlligt slŠppa heltalskriterierna och istŠllet lšsa ett kontinuerligt problem (se avsnitt 2.4).
DŠrmed kan en undre grŠns fšr mŒlfunktionens vŠrde bestŠmmas, med vilken existerande
heltalslšsningar kan jŠmfšras. Skillnaden Ðheltalsgapet Ð mellan den bŠsta heltalslšsning-
en och denna undre grŠns kan anvŠndas som ett mŒtt pŒ hur lŒngt ifrŒn optimalitet denna
heltalslšsning Šr. PŒ sŒ vis ger lšsningsmetoden oss i teorin en bŠttre šversikt šver problemet.

En annan fšrdel med linjŠr heltalsprogrammering Šr att branch-and-bound-metoden ga-
ranterar att globalt optimum hittas (se teoriavsnittet 2.4 fšr en mer utfšrlig beskrivning).

Tanken med den lšsningsmetod som anvŠnts Šr alltsŒ att speciÞcera alla indata och sedan
optimera ridskolans schema i sin helhet fšr att nŒ global optimalitet.

4.2 Lösningsgång och modellens utformning

I allmŠnhet har modellen utformats fšr att kunna Œterskapa schemakriterierna pŒ Billdals
ridskola, men i ßera fall Šr den mer generellt formulerad, vilket mšjliggšr lšsning av andra,
liknande problem. Dock mŒste avgrŠnsningar gšras fšr vilka beslut som ska fattas av mŠn-
niskor och vad som ska ingŒ i optimeringen. De avgrŠnsningar som har gjorts presenteras
kortfattat nedan.

Varje lektion ska tilldelas en tid och plats, under begrŠnsningen att alla ska fŒ plats i
ridhuset. I dagslŠget Þnns plats fšr tvŒ parallella lektioner, men detta kan fšrstŒs variera och
behšver dŠrfšr formuleras mer allmŠnt. Vi har antagit att indatan till problemet innehŒller
en lista šver tidsblock som Šr konstruerad sŒ att lokalerna rŠcker till, det vill sŠga sŒ att hšgst
tvŒ tidsblock pŒgŒr samtidigt i detta fall. Ett tidsblock deÞnieras av start- och sluttid samt
veckodag.

I praktiken Šr det ganska enkelt att dela in veckoschemat i tidsblock, eftersom dagens
fšrsta lektion bšr starta i sŒdan tid sŒ att eleverna, typiskt skolungdomar, har slutat skolan
fšr dagen. DŠrefter fylls schemat pŒ med tidsblock separerade av korta pauser fšr hŠst- och
gruppbyte. De ßesta lektioner Šr 45 minuter lŒnga, och dŠrfšr behšver det inte bestŠmmas pŒ
fšrhand vilka lektionstyper de olika tidsblocken ska ha. Undantag Šr exempelvis hoppnings-
lektionerna som tar 60 minuter och behšver lŠngre tidsblock. Fšrslagsvis placeras ett fŒtal
60-minutersblock ut i schemat fšr att mšjliggšra hoppningslektioner. Lektioner fŒr placeras
ut pŒ tidsblock som Šrminst sŒ lŒnga som lektionen, vilket medfšr att andra lektioner kan
placeras ut pŒ tomma 60-minutersblock. Skillnaden i ett sŒdant fall blir att en ovanligt lŒng
paus uppstŒr mellan tvŒ lektioner i schemat.

En annan mšjlighet som utvŠrderats Šr att lŒta tidsblockens placering vara fria variabler
fšr optimering, vilket eventuellt kan leda till att kompaktare, e!ektivare scheman produceras.
Att slŠppa lektionstiderna fria visade sig dock ška lšsningstiden alltfšr mycket i jŠmfšrelse
med de fšrbŠttringar som eventuellt kan Œstadkommas.

Slutligen krŠvs Šven data fšr nŠr elever och lŠrare Šr tillgŠngliga, vilka hŠstar som Þnns
och vilken maxbelastning hŠstarna har. Vid lšsning av schemalŠggningsproblemet antas att
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Tabell 2: Fšrklaring av namngivning fšr variabler, parametrar och mŠngder.

Svenska Engelska Beteckning
elev pupil p

šnskemŒl request r

hŠst horse h

tidsblock time slot s

(lektions)typ type t

lŠrare teacher θ

tillŒten allowed a

dag day d

sekvens sequence σ

kollision collision c

švre grŠns upper limit Λ
undre grŠns lower limit λ

vikt weight w

ridskolans personal tilldelat en lektionstyp till varje elev som sšker en plats. Inom ramarna
som presenterats i detta avsnitt kan alla tŠnkbara fšrdelningar av elever, hŠstar och lŠrare
representeras av modellen.

4.3 En matematisk formulering av kriterierna

I detta avsnitt presenteras de parametrar (indata) och variabler samt ekvationer och olikhe-
ter som tillsammans representerar kriterierna fšr schemat. Samtliga kriterier ska betraktas
tillsammans, men fšr att gšra modellen mer šverskŒdlig har vi delat in listan under tre ru-
briker: elever och tidsblock, hŠstar samt lŠrare. Samtliga variabler tillŒts anta vŠrdena 1 eller
0, vilket representerar ja-eller-nej-beslut.

De namn som anvŠnds pŒ mŠngder, variabler och parametrar kommer frŒn en engelsk
motsvarighet till de begrepp som anvŠnds pŒ svenska: exempelvis betecknas tidsblocken med
S efter engelskans(time) slots. I tabell 2 sammanfattas namngivningen.

Elever och tidsblock

HŠr fšljer en fšrsta lista šver de mŠngder, parametrar och variabler som anvŠnds fšr elever
och tidsblock. Notera att hela modellen innehŒller ßer mŠngder, parametrar och variabler,
vilka deÞnieras pŒ de kommande sidorna.

MŠngder som anvŠnds fšr elever, lektioner och tidsblock Šr

S = mŠngden av tidsblock, indexeras medk ! S,
R = mŠngden av šnskemŒlj, indexeras medj ! R,
P = mŠngden av elever, indexeras medi ! P ,
C = mŠngden av kollisionsmŠngder, indexeras medµ ! C,
T = mŠngden av lektionstyper l, indexeras medl ! T .

Parametrar som anvŠnds fšr elever, tidsblock och lektionstyper Šr

ar (j, k) =

#
1, om šnskemŒlj ! R tillŒts bokas pŒ tidsblockk ! S,
0, annars,

tr (j, l) =

#
1, om šnskemŒlj ! R avser bokning pŒ lektion av typl ! T ,
0, annars,

at (k, l) =

#
1, om lektion av typ l ! T tillŒts bokas pŒ tidsblockk ! S,
0, annars,
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p(i, j) =

#
1, om šnskemŒlj ! R kommer frŒn elev∗ i ! P ,
0, annars,

c(µ, k) =

#
1, om lektion k ! S ingŒr i kollisionsmŠngd∗ µ ! C,
0, annars,

Λt (l) = maximalt antal elever pŒ lektion av typ l ! T ,
λt (l) = minimalt antal elever pŒ lektion av typ l ! T ,
wr (j) = viktparameter ∗ fšr šnskemŒlj ! R.

Variabler som anvŠnds fšr elever och tidsblock Šr

r(j, k) =

#
1, om šnskemŒlj ! R bokas pŒ tidsblockk ! S,
0, annars,

ts(k, l) =

#
1, om pŒ tidsblockk ! S bokas en lektion av typ l ! T ,
0, annars.

Varje elev kan tŠnkas vilja delta vid ßera lektioner i veckan. DŠrfšr betraktas ett antal
önskemål om att delta vid nŒgot tidsblock av en viss lektionstyp som eventuellt kan bokas
in pŒ ett tidsblock. Varje šnskemŒl tillhšr en elev, och varje elev kan ha ßera šnskemŒl.
Variabeln r(j, k) indikerar om šnskemŒlj bokas pŒ tidsblockk.

Variabeln ts(k, l) indikerar om en lektion av typ l bokas pŒ tidsblockk. Varje tidsblock
ska tilldelas maximalt en lektionstyp, vilket modelleras med olikheterna

%

l∈T

ts(k, l) # 1, k ! S. (4)

Att ingen lektionstyp tilldelas betyder att tidsblocket inte anvŠnds. BegrŠnsningar Þnns pŒ
vilka lektionstyper som ett givet tidsblock fŒr tilldelas, vilket modelleras med ekvationen

%

k∈S

%

l∈T

ts(k, l) (1 " at (k, l)) = 0. (5)

Varje šnskemŒl kan bokas in maximalt en gŒng, och endast pŒ vissa tillŒtna tidsblock, det
vill sŠga dŒ eleven Šr tillgŠnglig. Detta formuleras, analogt med (4) och (5), med olikheterna
(6) och ekvationen (7).

%

k∈S

r(j, k) # 1, j ! R (6)

%

j ∈R

%

k∈S

r(j, k) (1 " ar (j, k)) = 0 (7)

Tidsblock ska ha samma lektionstyp som inbokade šnskemŒl, det vill sŠga om šnskemŒl
j bokas pŒ tidsblockk mŒste šnskemŒlet och tidsblocket ha samma lektionstyp. Notera att
varje šnskemŒl haren typ, sŒ att

&
l∈T tr (j, l) = 1 +j ! R. Detta formuleras med olikheterna:

%

l∈T

tr (j, l)ts(k, l) $ r(j, k), j ! R, k ! S. (8)

Fšr varje lektionstyp Þnns ett maximalt och ett minimalt tillŒtet antal elever, vilket
formuleras med olikheterna:

%

j ∈R

r(j, k) #
%

l∈T

ts(k, l)Λt (l), k ! S, (9)

%

j ∈R

r(j, k) $
%

l∈T

ts(k, l)λt (l), k ! S. (10)

! Dessa parametrar fšrklaras i nŠrmare detalj dŠr de anvŠnds nedan.
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Om en elev har ßer Šn ett šnskemŒl ska dubbelbokning fšrhindras. Parameternp(i, j) Šr
en lista šver alla eleveri. Elementet p(i, j) indikerar om šnskemŒlj kommer frŒn elevi.

Vi deÞnierar enkollisionsmängd som en mŠngd tidsblock som kolliderar, sŒ att deltagande
pŒ nŒgot av tidsblocken omšjliggšr deltagande vid de švriga blocken. Parameternc(µ, k) Šr
en lista šver alla1 kollisionsmŠngder, dŠrc(µ, k) = 1 om tidsblock k ingŒr i kollisionsmŠngd
µ, annars c(µ, k) = 0. Fšljande olikheter fšrhindrar dŒ dubbelbokningar av elever:

%

k∈S

%

j ∈R

c(µ, k)r(j, k)p(i, j) # 1, i ! P, µ ! C. (11)

Vi infšr ocksŒ en ekvation som egentligen Šr šverßšdig men i praktiken har visat sig
fšrkorta lšsningstiden kraftigt i vissa fall. Den sŠger att det maximala antalet lektioner av
en typ l inte ska vara stšrre Šn att alla šnskemŒl som ršr denna lektionstyp rŠcker till att
fylla lektionerna Œtminstone till den minimala grŠnsen. Med andra ord fŒr inga tomma eller
underbefolkade lektioner lŠggas in i schemat:

%

k∈S

ts(k, l)λt (l) #
%

j ∈R

tr (j, l), l ! T. (12)

Hästar

HŠr fšljer ytterligare nŒgra mŠngder, parametrar och variabler som krŠvs fšr att beskriva
kriterierna fšr hŠstar.

MŠngder som anvŠnds fšr hŠstar Šr

H = mŠngden av hŠstar, indexeras medm ! H,
Σ = mŠngden av sekvenser, indexeras medν ! Σ,
D = mŠngden av dagskombinationer, indexeras medξ ! D.

Parametrar som anvŠnds fšr hŠstar Šr

th (m, l) =

#
1, om hŠstm ! H tillŒts bokas pŒ lektionstypl ! T ,
0, annars,

Λh! (m) = maximal tillŒten belastning∗ i sekvens fšr hŠstm ! H,
Λhd (m) = maximal tillŒten belastning∗ per dag fšr hŠstm ! H,
wt! (l) = belastning i sekvens av lektionstyp l ! T ,
wtd (l) = belastning i dagskombination av lektionstyp l ! T ,

σ(ν, k) =

#
1, om tidsblock k ! S ingŒr i sekvens∗ ν ! Σ,
0, annars,

d(ξ, k) =

#
1, om tidsblock k ! S ingŒr i dagskombination∗ ξ ! D,
0, annars,

Ω = stort tal.

Variabeln som anvŠnds fšr hŠstar Šr

h(m, k) =

#
1, om hŠstm ! H bokas pŒ tidsblockk ! S,
0, annars.

PŒ varje tidsblock ska lika mŒnga hŠstar som elever bokas in, vilket formuleras med
ekvationerna %

m∈H

h(m, k) =
%

j ∈R

r(j, k), k ! S. (13)

1I praktiken behšver vi bara betrakta de stšrsta mšjliga kollisionsmŠngderna, det vill sŠga om en kolli-
sionsmŠngd Šr en Škta delmŠngd av nŒgon annan, behšver den mindre mŠngden inte tas med i parametern
c.

! Dessa parametrar fšrklaras i nŠrmare detalj dŠr de anvŠnds nedan.
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Fšr hŠstarna Þnns begrŠnsningar fšr vilka lektionstyper som Šr tillŒtna eftersom inte alla
hŠstar kan delta vid lektioner av varje lektionstyp. Detta kriterium formuleras med olikhe-
terna %

l∈T

ts(k, l)th (m, l) $ h(m, k), m ! H, k ! S. (14)

HŠstar fŒr inte dubbelbokas. Vi skriver analogt med ekvation (11) fšr eleverna:

%

k∈S

h(m, k)c(µ, k) # 1, m ! H, µ ! C. (15)

HŠstarnas totala belastning begrŠnsas pŒ tvŒ sŠtt: belastning av ßera lektioner i direkt
fšljd och total belastning per dag. Fšr detta ŠndamŒl Þnns parametrarnawt! och wtd som
anger belastningen av olika lektionstyper pŒ hŠstarna, dŒ vi rŠknar isekvens respektive
dagskombination.

Vi deÞnierar en sekvens som en mŠngd tidsblock som ligger i fšljd, sŒ att deltagande pŒ
samtliga Šr tidsmŠssigt mšjligt. Parameternσ Šr en lista šver alla2 sekvenserν sŒdana att
σ(ν, k) = 1 om tidsblock k ingŒr i sekvensν, annars Šrσ(ν, k) = 0.

PŒ motsvarande sŠtt deÞnierar vi endagskombination som en mŠngd tidsblock som ligger
pŒ samma dag men inte kolliderar, sŒ att deltagande pŒ samtliga Šr tidsmŠssigt mšjligt.
Parametern d Šr en lista šver alla3 dagskombinationer ξ sŒ attd(ξ, k) = 1 om tidsblock k

ingŒr i kombinationenξ, annars Šrd(ξ, k) = 0.
Olikheterna (16) begrŠnsar den totala belastningen i sekvens endast om hŠsten bokas in

pŒ samtliga tidsblock i sekvensen:
%

k∈S

%

l∈T

σ(ν, k)ts(k, l)wt! (l) #

Λh! (m) + Ω
%

k∈S

σ(ν, k) (1 " h(m, k)) , ν ! Σ, m ! H. (16)

Olikheterna (17) Šr analogt formulerade fšr dagskombinationer:

%

k∈S

%

l∈T

d(ξ, k)ts(k, l)wtd (l) #

Λhd (m) + Ω
%

k∈S

d(ξ, k) (1 " h(m, k)) , ξ ! D, m ! H. (17)

Lärare

Slutligen infšr vi en mŠngd, en variabel och nŒgra parametrar som anvŠnds fšr att beskriva
kriterier fšr lŠrare.

MŠngden som anvŠnds Šr

Θ = mŠngden av lŠrare, indexerasn ! Θ.

2Vi Šr i praktiken bara intresserade av de sekvenser som kan begrŠnsa schemalŠggningen. DŠrmed behšver
endast sekvenser som, beroende pŒ lektionstyp,kan ge fšr hšg belastning fšr nŒgon hŠst tas med i parametern
σ Ð kortare sekvenser kan utelŠmnas. De lŠngsta sekvenser som behšver tas med Šr dekortaste som garanterat
ger fšr hšg total belastning, oavsett lektionstyper och hŠst Ð ty varje sekvens som Šr lŠngre kommer att ha
en sŒdan begrŠnsande sekvens som Škta delmŠngd och behšver dŠrfšr inte betraktas explicit. Om exempelvis
alla hŠstar klarar av tvŒ lektioner i rad, och ingen hŠst klarar mer Šn fyra lektioner i rad, rŠcker det att σ
innehŒller alla sekvenser med 3Ð5 tidsblock.

3Se ovanstŒende fotnot om sekvenser. Listan šver dagskombinationer kan i praktiken reduceras pŒ samma
sŠtt.
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Parametrar som anvŠnds fšr lŠrare Šr

a" (n, k) =

#
1, om lŠraren ! Θ tillŒts bokas pŒ tidsblockk ! S (lŠraren Šr tillgŠnglig),
0, annars,

Λ"! (n) = maximalt antal lektioner i sekvens fšr lŠrare n ! Θ,
Λ"w (n) = maximalt antal lektioner per vecka fšr lŠrare n ! Θ,
Ω = stort tal.

Variabeln som anvŠnds fšr lŠrare

θ(n, k) =

#
1, om lŠraren ! Θ bokas pŒ tidsblockk ! S,

0, annars.

En lŠrare ska bokas in pŒ varje tidsblock som har tilldelats en lektionstyp, alltsŒ om en
lektion ska hŒllas vid denna tid, enligt

%

n∈!

θ(n, k) =
%

l∈T

ts(k, l), k ! S. (18)

LŠrarna fŒr endast bokas in pŒ tillŒtna tider, det vill sŠga dŒ de Šr tillgŠngliga. De fŒr
heller inte dubbelbokas. Analogt med ekvationerna (7) och (11) fšr elever formuleras detta
med ekvationen (19) och olikheterna (20):

%

n∈!

%

k∈S

θ(n, k) (1 " a" (n, k)) = 0, (19)

%

k∈S

θ(n, k)c(µ, k) # 1, n ! Θ, µ ! C. (20)

Det totala antalet lektioner per vecka fšr lŠrare begrŠnsas av parameternΛ"w (n). Vi
skriver sŒledes %

k∈S

θ(n, k) # Λ"w (n), n ! Θ. (21)

Varje lŠrare har ocksŒ ett maximalt tillŒtet antal lektioner i direkt fšljd,Λ"! (n). Detta
krav formuleras analogt med olikheterna (16), som

%

k∈S

%

l∈T

σ(ν, k)ts(k, l) #

Λ"! (n) + Ω
%

k∈S

σ(ν, k) (1 " θ(n, k)) , n ! Θ, ν ! Σ. (22)

4.4 Andra varianter av modellen

OvanstŒende kriterier kan anvŠndas fšr att lšsa schemalŠggningsproblemet pŒ ridskolan, dŠr
bland annat šnskemŒl frŒn elever och lŠrare, maxbelastning pŒ hŠstar och tillgŠngliga lokaler
kan kombineras till ett komplett schema. Flera variationer av problemet kan dock tŠnkas.

Ett viktigt exempel Šr det fall dŒ ett lektionsschema fšr elever och lŠrare Šr klart, men
tillgŒngen pŒ hŠstar varierar pŒ grund av skada eller sjukdom. Detta reducerade problem
har Šgnats sŠrskild uppmŠrksamhet, och resultat frŒn ßera olika testkšrningar ŒterÞnns i
avsnitt 5.

En metod fšr att undersška ett sŒdant reducerat problem dŠr vissa variabler bestŠmts
pŒ fšrhand Šr att gšra om variablerna i frŒga till parametrar och sedan ta bort eventuella
šverßšdiga ekvationer. Det kan ocksŒ bli aktuellt att formulera en ny mŒlfunktion vid kšrning
av ett reducerat problem.

4.5 Målfunktioner

Flera mšjliga kvalitetsmŒtt pŒ schemat har identiÞerats, exempelvis
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Utnyttjande av resurser. Ridskolan Þnns till fšr att hŒlla lektioner, sŒ det Šr ett grund-
lŠggande šnskemŒl att de mšjliga lektionstillfŠllena ska fyllas med mŒnga elever.

BekvŠmlighet och e!ektivitet. Fšr lŠrarna Šr det šnskvŠrt att slippa onšdiga vŠntetider.
Schemat bšr vara kompakt, sŒ att lektionerna inte pŒgŒr sent pŒ kvŠllen i onšdan.

RŠttvisa. Det Þnns ingen sŠrskild anledning att exempelvis vissa hŠstar ska arbeta opropor-
tionerligt lite pŒ bekostnad av andra. Om tvŒ lŠrare har lika šnskemŒl om arbetstider
Þnns ingen anledning att den ena ska fŒ ett bekvŠmare schema Šn den andra.

Den mŒlfunktion som har anvŠnts i de ßesta fšrsšken Šr maximering av antalet inbokade
šnskemŒl, viktat med parameternwr :

maximera
%

j ∈R

%

k∈S

r(j, k)wr (j).

Vi har lŒtit wr (j) = 1+j ! R, men den kan sŠttas till nŒgot annat vŠrde fšr vissa elever.
Om exempelvis fšrra terminens elever som vill fortsŠtta har hšgre prioritet Šn nybšrjare, kan
viktparametern sŠttas till ett lŠgre vŠrde fšr de šnskemŒl som ršr nybšrjarlektioner.

Ett annat villkor som har anvŠnts Šr jŠmvikt mellan hŠstarnas belastning. Som ett mŒtt
pŒ den totala belastningen per hŠst och vecka anvŠnds beteckningen

b(m) =
%

k∈S

h(m, k),

det vill sŠga antalet lektioner per vecka fšr hŠstm. I ett rŠttvist schema bšr b(m) inte variera
fšr mycket mellan hŠstarna. Vi vill dŠrfšr minimera variansen

Var (b) =
%

m∈H

(b(m) " , b-)2 =
'
b

2(
" , b-2

=
1

Nh

%

m∈H

)
%

k∈S

h(m, k)

* 2

"

)
1

Nh

%

m∈H

%

k∈S

h(m, k)

* 2

,

dŠr Nh Šr det totala antalet hŠstar.
Notera att denna funktion inte Šr linjŠr, utan kvadratisk. Det kvadratiska kriteriet kan

dock hanteras av CPLEX i detta fall. Se avsnitt 2.2 fšr en kort teoretisk bakgrund.
MŠrk ocksŒ vŠl att en triviallšsning i form av ett tomt schema Šr den optimala lšsningen

med avseende pŒ detta kriterium Ð dŒ Šr belastningenb(m) och dess varians lika med noll.
DŠrfšr linjŠrkombinerar vi de tvŒ ovanstŒende kriterierna enligt

maximera
%

k∈S

%

j ∈R

r(j, k)wr (j) " ωVar (b) . (23)

DŠrmed gšrs en avvŠgning mellan de tvŒ kriterierna (maximalt antal elever respektive mini-
mal varians), som bestŠms av parameternω. Om vi lŒterω vara litet kommer minimering av
Var (b) att bli ett sekundŠrt mŒl, sŒ att rŠttvisa mellan hŠstarna aldrig kommer att sŠttas
fšre maximering av antalet elever. Parameternω Šr alltsŒ ett mŒtt pŒ det relativa vŠrdet av
nŒgra ßer elever jŠmfšrt med jŠmnare arbetsfšrdelning mellan hŠstarna. Detta resonemang
om avvŠgningar Šr allmŠnt giltigt och kan alltid tillŠmpas dŒ olika mŒlfunktioner linjŠrkom-
bineras.

4.6 Heuristisk algoritm

Fšrutom att lšsa det linjŠra heltalsproblemet med hjŠlp av beÞntliga linjŠra lšsningsmetoder
(CPLEX) har ocksŒ en heuristisk lšsningsmetod tagits fram. I teoriavsnittet (avsnitt 2.5)
ges en bakgrund till nyttan av en sŒdan metod. I detta avsnitt beskrivs idŽn bakom den
heuristiska metodens tanke och dess implementering.

Det Þnns mŒnga sŠtt att utforma en heuristisk metod och utvecklingen av en sŒdan
hade varit tillrŠckligt underlag fšr ett separat arbete. Syftet med den framtagna heuristiska
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algoritmen Šr att fungera som en grund fšr jŠmfšrelse fšr lšsningar av den linjŠra modellen.
SŒledes ligger fokus pŒ att producera godtagbara lšsningar pŒ kort tid. Tanken med den
heuristiska algoritmen Šr att i sŒ hšg grad som mšjligt utnyttja den uppenbara strukturen i
problemet. Till exempel Šr det onšdigt att genomsška alla elever dŒ ett tidsblock av en viss
typ skall fyllas med elever. …vervŠganden av denna typ har kombinerats med slumpinslag fšr
att sška igenom en bred uppsŠttning lšsningskandidater. Algoritmen bygger pŒ den linjŠra
heltalsmodellen i den utstrŠckning att huruvida en elev, hŠst eller lŠrare tillŒts bokas pŒ
ett tidsblock avgšrs utifrŒn samma kriterier som denna modell. Nedan fšljer en kortfattad
beskrivning av den heuristiska metoden.

bestŠm en mŒlfunktion
dela in elever och hŠstar efter tillŒtna grupptyper
while (mŒlfunktionen Šr under mŒlvŠrdet)

sortera elever, hŠstar, lŠrare och tidsblock slumpmŠssigt
for (tidsblock)

vŠlj slumpmŠssig lektionstyp fšr detta tidsblock
end
for (tidsblock)

for (alla elever som matchar tidsblockets lektionstyp)
om mšjligt utan att bryta nŒgot villkor, boka eleven pŒ tidsblocket
if (tidsblocket Šr fyllt med elever)

break
end

end
for (alla hŠstar som kan delta vid tidsblockets lektionstyp)

om mšjligt utan att bryta nŒgot villkor, boka hŠsten pŒ tidsblocket
if (en hŠst Šr inbokad fšr varje elev)

break
end

end
for (lŠrare)

om mšjligt utan att bryta nŒgot villkor, boka lŠraren pŒ tidsblocket
if (en lŠrare Šr inbokad)

break
end

end
if (tidsblocket inte fyllt till undre grŠnsen fšr

antal elever, hŠstar och lŠrare)
tšm tidsblocket pŒ elever, hŠstar och lŠrare

end
end
for (alla tomma tidsblock)

vŠlj en ny lektionstyp som inte testats tidigare fšr tidsblocket
upprepa ovanstŒende procedur fšr elever, hŠstar och lŠrare

end
if (det producerade schemat har bŠst mŒlfunktionsvŠrde hittills)

spara schemat
end

end
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5 Resultat
De modeller och lšsningsmetoder som presenteras ovan har anvŠnts fšr att simulera en rad
scenarier. Dessa scenarier har tagits fram fšr att svara pŒ frŒgor som bedšms ha betydelse
fšr schemalŠggningsproblemet. I detta avsnitt presenteras resultaten av dessa testkšrningar.

Den linjŠra heltalsmodellen som beskrivs i avsnitt 4.3 har implementerats i AMPL och
CPLEX. Samtliga CPLEX-berŠkningar har kšrts pŒ en 8xDual Core AMD Opteron(tm)
Processor 875 vid 1000MHz med 8GB RAM. Den heuristiska algoritmen har implementerats
i MATLAB och kšrts pŒ en Intel Core Duo 2GHz med 2GB RAM.

5.1 Befintligt schema

Ett intressant test Šr att ta reda pŒ huruvida det av ridskolan framtagna schemat Šr giltigt
enligt de i modellen stŠllda kraven. Fšr att undersška detta kšrdes modellen med Þxerade
lektionstyper enligt det beÞntliga schemat som inparameter. Som elevunderlag i detta fall
anvŠndes samma mŠngd elever (605 stycken) som ridskolan i dagslŠget undervisar varje vecka.
Eleverna antogs vara tillgŠngliga samtliga lektionstillfŠllen och alla hŠstarna antogs vara i
god form. LŠrarna antogs ocksŒ vara tillgŠngliga vid samtliga tillfŠllen. MŒlet var att placera
samtliga elever i schemat. Detta gav resultatet i tabell 3.

Tabell 3: Resultat av testkšrning med det beÞntliga schemat och maximalt 605
elever. Som jŠmfšrelse fšr lšsningen i CPLEX presenteras en lšsning framtagen
av den heuristiska algoritmen. I tabellen anges avvikelsen frŒn det verkliga antalet
inbokade elever.

Antal elever Avvikelse BerŠkningstid [s] Visad optimalitet
LinjŠr heltalsmodell 601 0.7% 506 Ja

Heuristik 593 2.0% 1000 Nej

Resultatet visar att en optimal lšsning av problemet innebŠr schemalŠggning av 601 ele-
ver. Att hŒlla lektioner fšr 605 elever Šr alltsŒ inte mšjligt under de givna fšrutsŠttningarna.
Resultatet visar att den heuristiska lšsningsmetoden inte producerade en optimal lšsning
inom en rimlig tid.

5.2 Skadade hästar

DŒ ett schema tas i bruk Šr det viktigt att det inte fullstŠndigt kollapsar sŒ fort en hŠst blir
skadad. Enligt personal pŒ Billdals ridklubb Šr i genomsnitt 20% av alla hŠstar samtidigt
helt eller delvis ur drift. Det vill sŠga att ett visst antal hŠstar Šr helt skadade och inte kan
anvŠndas alls och ett visst antal Šr delvis skadade och endast kan belastas lŠtt. Dessutom
fšrekommer utbildning av hŠstar vilket Šven detta gšr dem otillgŠngliga fšr lektioner.

Skadors inverkan pŒ ett beÞntligt schema kan undersškas genom att upprepade gŒnger
slumpmŠssigt simulera att 10% av hŠstarna Šr helt skadade och 10% av hŠstarna Šr delvis
skadade, sŒ att de endast fŒr belastas till 50% av den ursprungliga maxbelastningen. Detta
test har utfšrts tio gŒnger med slumpvis valda helt eller delvis skadade hŠstar, och i švrigt
samma fšrutsŠttningar som testet i avsnitt 5.1. Resultatet presenteras i tabell 4.
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Tabell 4: Resultat av upprepade testkšrningar med den linjŠra heltalsmodellen
dŠr 20% av hŠstarna Šr helt eller delvis skadade. UtgŒngspunkten Šr det beÞntliga
schemat och 605 elever. I tabellen anges avvikelsen frŒn det antalet elever som Šr
inbokade i verkligheten.

Antal elever Avvikelse Visad optimalitet
LinjŠr heltalsmodell 590 2.3% Ja

" 569 6.0% Ja
" 592 2.1% Ja
" 592 2.1% Ja
" 588 2.8% Ja
" 591 2.3% Ja
" 590 2.3% Ja
" 588 2.8% Ja
" 591 2.3% Ja
" 592 2.1% Ja

DŒ alla hŠstar Šr friska Šr det optimala antalet elevplatser 601. Genomsnittet av resultatet
i tabell 4 Šr 588, vilket Šr 2% fŠrre Šn dŒ alla hŠstar antas vara friska.

5.3 Ökad belastning på hästar

En stŠndig frŒga dŒ schemat skall lŠggas Šr hur hŒrt hŠstarna kan belastas. Det lŠtt att inse
att hŒrdare belastning av hŠstarna gšr det mšjligt att tillgodose ßer elevers šnskemŒl. Att
ška trycket pŒ hŠstarna kan dock ha negativa e!ekter om detta till exempel škar antalet
skador.

I modellen Šr grŠnser satta fšr att se till att hŠstarna inte šverbelastas. Fšr att fŒ en
fšrstŒelse fšr hur hŒrda dessa restriktioner Šr i fšrhŒllande till ett verkligt scenario Šr det
illustrativt att undersška vad som hŠnder om grŠnserna tŠnjs. Detta scenario Šr tŠnkt att
maximera antalet elevplatser utan att bryta mot restriktionerna fšr hŠstbelastning. Detta
gjordes genom att skapa en schemamall utifrŒn det beÞntliga schemat dŠr ett šverßšd av
tidsblock lagts till. Sedan maximerades antalet elevplatser utan att ta hŠnsyn till det verkliga
elevunderlaget eller lŠrare. MŒlvŠrdet fšr denna optimering Šr okŠnt.

Tabell 5: Resultat av det scenario dŠr restriktioner pŒ hŠstbelastning undersšks.
HŠstar placeras ut bland ett šverßšd av lektioner utan att ta hŠnsyn till elever eller
lŠrare.

Antal elever Visad optimalitet
LinjŠr heltalsmodell Slut pŒ minne -

Heuristik 678 Nej

I tabell visas resultatet av detta test. Den heuristiska metoden producerade ett schema
med utrymme fšr 678 elever. Detta Šr 13% mer Šn vad schemat i dagslŠget har utrymme fšr
dŒ samtliga hŠstar Šr friska. Resultatet kan ses som en under grŠns fšr vad som Šr mšjligt,
eftersom ett eventuellt optimalt vŠrde garanterat Šr hšgre Šn resultatet i detta test. DŒ den
linjŠra heltalsmodellen anvŠndes vid detta fšrsšk resulterade detta i att minnesutrymmet tog
slut.

5.4 Utvidgning av befintligt schema

I dagslŠget Þnns det en kš av nybšrjare till ridskolan som šnskar bšrja rida. Att tillŒta ett
antal extra nybšrjargrupper Šr vad detta scenario simulerar. Som tidigare konstaterats gŠller
att det beÞntliga schemat endast har utrymme fšr 601 elever. Elevunderlaget utškades med
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fyra extra nybšrjargrupper. Dessutom utvidgades det beÞntliga schemat med motsvarande
tomma tidsblock. Resultatet av testkšrningen presenteras i tabell 6.

Tabell 6: Resultat av scenario dŠr det beÞntliga schemat med 605 elever utvidgats
fšr att tillŒta 4 extra nybšrjargrupper med 12 elever i varje, det vill sŠga totalt 653
elever.

Antal elever Visad optimalitet
LinjŠr heltalsmodell 637 Ja

Detta fšrsšk visar att det Þnns utrymme fšr ridskolan att undervisa ßer nybšrjare. JŠmfšrt
med det schemat som den linjŠra heltalsmodellen berŠknat (601 elever) utvidgas antalet
platser med 6%. Observera att det genomsnittliga lektionsantalet per hŠst škar lika mycket
i relativa mŒtt.

5.5 Lösning av generellt problem

Med detta fšrsšk undersšktes mšjligheten att lšsa problemet pŒ generell form, det vill sŠga
dŒ indata Šr sŒdan att stor frihet lŠmnas Œt optimeringen. En schemamall med tidsblock
placerade pŒ samma vis som i det beÞntliga schemat anvŠndes. Parameternat , som anger vilka
lektionstyper som Šr mšjliga pŒ de olika tidsblocken, valdes sŒ att 4Ð6 rimliga lektionstyper
tillŠts pŒ varje tidsblock. MŒlet var att maximera antalet inbokade elever. Resultatet av detta
test visas i tabell 7.

Tabell 7: Resultat av lšsning av ett generellt schemalŠggningsproblem. Totalt kun-
de 605 elever bokas in. I tabellen anges avvikelsen frŒn detta maximala antal.

BerŠkningstid [s] Antal elever Avvikelse Visad optimalitet
LinjŠr heltalsmodell 5400 590 2.5% Nej

" 18000 596 1.5% Nej
" 54000 596 1.5% Nej

Heuristik 1 586 3.1% Nej
" 30 602 0.5% Nej
" 5400 602 0.5% Nej

I tabell 7 observeras en tydlig skillnad i lšsningstider mellan optimering i CPLEX och
anvŠndning av den heuristiska algoritmen.

5.6 Varians av hästbelastning

I testscenarierna fram till till denna punkt har mŒlet varit att ge sŒ mŒnga elever som mšjligt
lektionsplatser. I avsnitt 4.5 diskuteras alternativa mŒlfunktioner och nyttan av dessa. Det
bedšmdes vara intressant att fšrdela belastningen lika mellan de hŠstar som Šr tillgŠngliga.
En mŒlfunktion som strŠvar mot precis detta presenteras i (23).

Fšr att skapa en uppfattning av hur mycket variationen i hŠstarnas veckobelastning kan
minska, jŠmfšrt med dŒ ingen hŠnsyn tas till denna, fšljer en jŠmfšrelse med testet i av-
snitt 5.1. Fšr schemat som presenteras i tabell 3 Šr variansen fšr hŠstarnas veckobelastning
Var(b) = 19.9. I tabell 8 visas resultatet av optimering dŠr mŒlfunktionen i ekvation (23)
anvŠnts fšr nŒgra olika vŠrden pŒ viktparameternω.
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Tabell 8: Resultat av optimering dŠr mŒlet Šr en viktad summa av att maximera
antalet elever och minimera standardavvikelsen mellan hŠstarnas veckobelastning.
Fšrutom mŒlfunktionen Šr fšrutsŠttningarna desamma som fšr testet i avsnitt 5.1.

Antal
ω Var(b) elevplatser BerŠkningstid [s] Visad optimalitet

LinjŠr heltalsmodell 0.1 2.12 601 10860 Nej
" 1 1.90 590 10860 Nej

I tabell 8 syns att en avsevŠrd minskning av variansen i hŠstbelastningen Šr mšjlig om
detta Šr ett optimeringsmŒl. Resultatet pŒvisar ocksŒ avvŠgningen mellan olika optimerings-
mŒl. DŒω = 0.1 fŒr det optimala antalet elever lektionsplatser, vilket visades vara601 i
avsnitt 5.1. DŒω = 1 prioriteras bokning av ett antal elever bort fšr att minska variansen
ytterligare.
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6 Diskussion och analys
I detta avsnitt diskuteras dagens fungerande schema jŠmfšrt med ett berŠknat optimalt
schema enligt de uppstŠllda kraven och villkoren. KŠrnfrŒgan Šr hur relevant en matematiskt
optimal lšsning Šr fšr detta speciÞka schemalŠggningsproblem. Scenarier med de alternativa
fšrutsŠttningarna som Þnns beskrivna och testade i resultatdelen behandlas ocksŒ. Vidare
diskuteras alternativa lšsningsmetoder fšr bŒde detta enskilda problem samt liknande pro-
blem inom liknande och andra omrŒden. I avsnittet utvŠrderas Šven styrkor, svagheter och
relevans hos de valda arbetsmetoderna och den utvecklade modellen.

6.1 Ridskolans schema

Fšrsšket som redovisas i avsnitt 5.1 visar att dagens schema i verkligheten bryter mot nŒgot
av de villkor som speciÞceras i modellen. Fšrklaringen till detta Šr att de strikta kraven genom
en mŠnsklig švervŠgning i vissa fall helt eller delvis kan fšrsummas. SŒdana švervŠganden
bedšms vara svŒra eller omšjliga att implementera fullt ut i en modell. En rekommendation
till vidare studie Šr att nŠrmare undersška vilka villkor som utgšr de begrŠnsande faktorerna.

De tester som gjordes med helt eller delvis bortfall av slumpmŠssigt valda hŠstar visar att
dagens schema har en viss robusthet mot fšrŠndringar i hŠstunderlaget. Fšr att tillgodose
samtliga elevers lektionstider betyder det att slitaget per hŠst škar fšr de hŠstar som Šr friska.
Det krŠvs att de friska hŠstarna deltar vid lektionstyper utanfšr sina kompetensomrŒden
eller att vissa hŠstar belastas šver maxgrŠnsen fšr att alla elever ska fŒ rida pŒ sin lektion.
Antalet elevplatser som kunde erbjudas enligt fšrsšket varierade dŒ olika hŠstar slumpmŠssigt
skadades. Detta kan fšrklaras av att vissa hŠstar Šr betydligt mer mŒngsidiga och dŠrfšr mer
betydelsefulla fšr schemats funktionalitet.

Resultaten i avsnitt 5.3 visar att det Þnns gott om mšjligheter att belasta hŠstarna hŒr-
dare inom ramen fšr modellen. Att detta Šr mšjligt samtidigt som hŠstunderlaget begrŠnsar
antalet elevplatser i andra test verkar vid en fšrsta blick mŠrkligt. Fšrklaringen till detta Šr
hur tidsblock, elevunderlag och lŠrare tillŒts kombineras. Det hade alltsŒ varit mšjligt fšr
ridskolan att utška antalet elevplatser om elevunderlaget kunde vŠljas fritt, men sŒ Šr inte
fallet.

Ridskolan har i dagslŠget kš till nybšrjarplatserna och i avsnitt 5.4 antyds att ßer elever
kunde fŒ plats pŒ ridskolan, detta resultat bygger dock pŒ att alla hŠstar Šr tillgŠngliga. Flera
eller stšrre brott mot de uppsatta kriterierna Šn i dagslŠget skulle bli nšdvŠndiga eftersom
hŠstunderlaget varierar pŒ grund av skada och sjukdom. Att i dag ta in ßer nybšrjare kan
ocksŒ stŠlla till problem i framtiden. Nybšrjare blir efter en viss tid mer erfarna och skall dŒ
nŠrvara vid lektioner av mer avancerad typ. FrŒgan om att ta in ßer nybšrjare blir alltsŒ i
fšrlŠngningen en frŒga om att utvidga schemat med elever av alla typer.

Maximering av antalet elever pŒ ridskolan Šr en enkel mŒlfunktion, men den innebŠr att
mŒnga andra kvaliteter hos schemat fšrsummas. En intressant egenskap som har utvŠrderats
Šr hur belastningen mellan hŠstarna fšrdelas (se avsnitt 5.6). Minimering av variansen av
antal lektioner per hŠst och vecka inkluderades som sekundŠrt mŒl i optimeringen i detta
fšrsšk. Resultatet blev en markant fšrbŠttring av belastningsfšrdelningen fšr hŠstarna.

Den modell som anvŠnts Šr sŒ allmŠnt formulerad att den bšr vara tillŠmpbar pŒ andra,
liknande ridskolor. Vissa av de friheter som ges i modellen har inte utforskats i projektet,
exempelvis mšjligheten att begrŠnsa vilka tider som lŠrare och elever Šr tillgŠngliga. Om
det Þnns šnskemŒl som inte tŠcks av modellen, kan ytterligare begrŠnsningar eller sekundŠra
optimeringsmŒl infšras. Till exempel Šr modellen inte konstruerad pŒ ett sŒdant sŠtt att
elever kan ange prioritet pŒ lektionstider eller vilka hŠstar de vill ha. LŠrarna kan inte heller
vŠlja vilka tider eller lektionstyper de vill ha. En stor mŠngd sŒdana šnskemŒl Šr mšjliga
att infšra, antingen som strikta krav eller sekundŠra optimeringsmŒl, men de ßesta har inte
kunnat implementeras inom ramen fšr detta projekt.

En matematisk modell anses enligt ovanstŒende švervŠganden vara ett starkt verktyg
vid utarbetning av en grundlšsning till ett problem av denna natur. MŠnsklig Þnslipning
och justering Šr dock nšdvŠndig i praktiska fall nŠr mjuka krav formulerats som strikta i en
fšrprogrammerad modell. En kombination av en matematisk modell och mŠnsklig utvŠrdering
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och eventuell justering, anses dŠrfšr vara en bŠttre arbetsgŒng jŠmfšrt med ett rent manuellt
arbete eller en rent automatiserad lšsning.

6.2 Metod och modell

En stor fšrdel med linjŠra formuleringar av optimeringsproblem Šr att global optimalitet kan
pŒvisas. I vŒrt fall garanterar branch-and-bound-algoritmen att globalt optimum hittas. Dock
blir denna egenskap mindre intressant i sŒdana fall dŠr berŠkningstiden har nŒtt en oaccep-
tabel nivŒ och den bŠsta funna lšsningen inte Šr optimal eller kan visas vara nŠra optimal.
DŠrfšr Þnns en švre grŠns fšr hur omfattande ett optimeringsproblem kan vara innan det blir
ointressant att fšrsška formulera det linjŠrt. Ett vanligt problem [13] Šr att CPLEX fŒr slut
pŒ arbetsminne dŒ heltalsproblem lšses eftersom viss information om varje lšsningstrŠdet
mŒste sparas. De kombinatoriska mšjligheterna i vissa delar av trŠdet Šr mycket stora, vilket
gšr det svŒrt att begrŠnsa minnesanvŠndningen.

Exakt hur fort lšsningstiden škar med storleken pŒ problemet (antalet elever, hŠstar,
tidsblock etc) gŒr inte att sŠga. Det har visats att den ursprungliga simplexalgoritmen Ð fšr
kontinuerliga problem Ð har exponentiell tidskomplexitet i vŠrsta fall, men i praktiken har
lšsningstiden allmŠnt visat sig vŠxa polynomiellt med problemets storlek [14]. Notera att
simplexalgoritmen anvŠnds i varje nod i lšsningstrŠdet. Det kan Œtminstone konstateras att
den totala lšsningstiden škar betydligt fortare Šn linjŠrt, det vill sŠga att en fšrdubbling av
antalet variabler bšr resultera i betydligt mer Šn en fšrdubbling av lšsningstiden. Antalet
variabler škar i sin tur mer Šn linjŠrt med ridskolans storlek: exempelvis bestŒrr(j, k) av
NM st binŠra variabler dŠrN Šr antalet šnskemŒl (elever) ochM Šr antalet tidsblock.

Lšsningstiden varierar beroende pŒ vilken mŒlfunktion som anvŠnds. De tvŒ testkšrningar
som gjorts med ridskolans beÞntliga schema (se avsnitt 5.1 och 5.6) Šr identiska fšrutom att
mŒlfunktionen i det senare fallet Šven innehŒller variansen av antal lektioner fšr hŠstarna.
Med den enklare mŒlfunktionen visas optimalitet efter mindre Šn 10 minuter, men i det andra
fallet hade optimalitet inte visats dŒ berŠkningarna avbršts efter 180 minuter. Notera dock
att resultatet vid denna tidpunkt var bra: lika mŒnga elever hade bokats medan variansen
av hŠstarnas belastning sŠnktes betydligt.

Om det primŠra mŒlet Šr att hitta vŠlfungerande schemalšsningar kan det vara praktiskt
att anvŠnda nŒgon heuristisk lšsningsmetod. Det enkla heuristikfšrslag som har utvŠrderats
i detta projekt gav generellt resultat jŠmfšrbara med CPLEX. I avsnitt 5.1 och 5.4 Þnns
exempel pŒ att CPLEX presterar bŠttre Šn den heuristiska algoritmen, och i avsnitt 5.5
Þnns exempel pŒ det motsatta. JŠmfšrelse av de tvŒ metoderna Šr dock vansklig eftersom
CPLEX implementerats i kompilerad kod och har kšrts pŒ en kraftfull dator, medan den
heuristiska algoritmen implementerats i MATLAB och kšrts pŒ en mindre kraftfull dator. Vi
drar ŠndŒ slutsatsen att vŒr heuristiska metod har jŠmfšrbar prestanda och dessutom kan
implementeras i nŒgot programsprŒk som fŒr anvŠndas gratis till skillnad frŒn CPLEX.

En tŠnkbar fšrbŠttring Šr att dela upp problemet i ßera mindre delproblem. De olika
delarna i modellen Šr kopplade till varandra, men kan separeras i delar som inte Šr sŒ starkt
beroende av varandra, exempelvis 1) gruppering av elever och tilldelning av tidsblock, 2)
tilldelning av hŠstar till elevgrupper och 3) tilldelning av lŠrare till elevgrupper. Det Þnns
olika metoder, exempelvis Dantzig-Wolfe-dekomponering [15], som kan anvŠndas fšr att lšsa
stora optimeringsproblem som delas upp i ßera kopplade delar. Ett exempel ur verkligheten
ges av Andersson och VŠrbrand [16] som har tillŠmpat Dantzig-Wolfe-dekomponering fšr
att snabbt lšsa optimeringsproblem dŠr det krŠvs schemaŠndring av ßygtraÞk. NŒgon sŒdan
metod bedšms vara ett gŒngbart alternativ fšr att lšsa den mest generella varianten av
problemet.
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7 Slutsats
Vi bedšmer att det beÞntliga schemat Šr fšrhŒllandevis vŠlgjort, det vill sŠga att inga sto-
ra fšrbŠttringar Šr mšjliga utan att nŒgon resurs belastas hŒrdare Šn kriterierna medger.
Med diskussionen i avsnitt 6.1 som underlag konstateras att det Þnns mšjliga utvidgningar
av schemat, men dessa leder till škad belastning av framfšrallt hŠstar. Huruvida detta Šr
godtagbart Šr en bedšmningsfrŒga som inte kan besvaras av en linjŠr heltalsmodell. Lšsning-
arna mŒste alltsŒ analyseras innan de anvŠnds, pŒ samma sŠtt som ridskolans personal idag
bedšmer olika beslut i schemalŠggningen.

Den linjŠra heltalsmodell som presenteras i denna rapport har ßera fšrdelar, vilka dis-
kuteras i avsnitt 6.2. Bland annat garanterar branch-and-bound-algoritmen att den slutliga
lšsningen Šr globalt optimal. Denna egenskap kan anvŠndas fšr att analysera problemet och
identiÞera begrŠnsande faktorer. Kunskap av denna typ kan utnyttjas fšr att med minsta
resursutvidgning ška till exempel ridskolans inkomst eller minska hŠstarnas belastning.

VŒr bedšmning Šr att ridskolan kan dra nytta av datorbaserad optimering vid sche-
malŠggning, antingen linjŠr heltalsprogrammering eller en vidareutvecklad heuristisk algo-
ritm. Lšsningarna kan fungera som fšrslag dŒ ett nytt schema skall tas fram. UtifrŒn ett
sŒdant fšrslag kan personalen sedan gšra justeringar efter švervŠgning av vad som faktiskt Šr
gŒngbart i verkligheten. DŠrmed kan fšrdelarna med en dators berŠkningskraft kombineras
med en mŠnniskas intuitiva fšrmŒga.
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